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Ш.Т.Нгуен, Д.В. Христич

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ КВАДРАТИЧНОЙ МОДЕЛИ
УПРУГОГО АНИЗОТРОПНОГО МАТЕРИАЛА

Тульский государственный университет, г. Тула, Россия

Аннотация. Рассмотрена модель упругости второго порядка для ортотропного материала.
Проведенный анализ показывает, что квадратичная часть предложенной модели содержит
тринадцать упругих постоянных, из которых девять являются линейно независимыми. Пара-
метры модели определены по данным экспериментов с композитными пластинами. Модель
позволяет описывать наблюдаемые в экспериментах нелинейные зависимости между напря-
жениями и деформациями в процессах растяжения, сжатия и сдвига, а также разносопро-
тивляемость анизотропных материалов.

Ключевые слова: нелинейные определяющие соотношения, анизотропные материалы, иден-
тификация, композиты.

DOI: 10.37972/chgpu.2021.49.3.001

УДК: 539.3

Введение. Многие материалы, такие как полимеры и полимерные композицион-
ные материалы, имеют ярко выраженное нелинейное поведение. Физическая нелиней-
ность материалов может быть обусловлена их неоднородностью и наличием исходных
дефектов, вызванных несовершенством технологий изготовления, и требует описания
взаимосвязей между напряжениями и деформациями на основе экспериментальных
данных на макроскопическом уровне, то есть без учёта особенностей строения. Об-
работка таких экспериментальных данных является одним из важнейших этапов по-
строения математических моделей деформирования современных анизотропных ма-
териалов.

В статье [1] предложена модель ламинированного композита в форме пластины,
изготовленной из нелинейно упругого анизотропного материала. Для описания меха-
нического поведения материала используются определяющие соотношения, постро-
енные в [2] и записанные в виде зависимостей деформаций от напряжений. Целью
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настоящей работы является определение материальных параметров, входящих в мо-
дель, на основании экспериментальных данных, известных из литературы [3,4].
Построение квадратичной модели материала. Для описания деформирован-

ного состояния используем тензор деформаций Коши–Грина εεε. Напряжённое состоя-
ние описывается тензором истинных напряжений S. Рассматриваемые ортотропные
материалы имеют три линейных инварианта тензора деформаций [5]

e0 =
1√
3

(ε11 + ε22 + ε33), e1 =
1√
6

(2ε33 − ε11 − ε22), e2 =
1√
2

(ε11 − ε22) (1)

и три квадратичных инварианта

s2
(1) = ε2

12, s2
(2) = ε2

23, s2
(3) = ε2

31. (2)

Инварианты тензора напряжений определяются аналогично:

σ0 =
1√
3

(S11 + S22 + S33), σ1 =
1√
6

(2S33 − S11 − S22), σ2 =
1√
2

(S11 − S22) (3)

и три квадратичных инварианта

t2(1) = S2
12, t2(2) = S2

23, t2(3) = S2
31. (4)

В работах [1, 6] был получен вариант определяющих соотношений для нелиней-
но упругого анизотропного материала на основе конкретизации потенциала Гиббса
для обратимых процессов изотермического деформирования таких материалов. Эти
соотношения для ортотропного материала могут быть представлены в форме связи
между инвариантами напряжений и деформаций (1)–(4) в виде:

e0 =
(
c00

0 + 3c00
1 σ0

)
σ0 +

(
c01

0 + 2c01
1 σ0 + c01

1 σ1

)
σ1 +

(
c02

0 + 2c02
1 σ0 + c02

1 σ2

)
σ2,

e1 =
(
c01

0 + 2c01
1 σ1 + c01

1 σ0

)
σ0 +

(
c11

0 + 3c11
1 σ1

)
σ1 +

(
c12

0 + 2c12
1 σ1 + c12

1 σ2

)
σ2,

e2 =
(
c02

0 + 2c01
1 σ2 + c02

1 σ0

)
σ0 +

(
c12

0 + 2c12
1 σ2 + c12

1 σ1

)
σ1 +

(
c22

0 + 3c22
1 σ2

)
σ2, (5)

s(1) = 2

(
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 t(1)

)
t(1), s(2) = 2

(
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 t(2)

)
t(2),

s(3) = 2

(
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 t(3)

)
t(3),

где cαβ0 , cαβ1 , D(γ)
0 , D(γ)

1 –– постоянные в выбранном базисе трёхмерного пространства
упругие параметры материала. Определяющие соотношения (5) являются моделью
упругости второго порядка для ортотропного материала и содержат 9 констант пер-
вого порядка и 9 констант второго порядка.

При малых деформациях эти соотношения представляют собой обобщённый закон
Гука:

e0 = c00
0 σ0 + c01

0 σ1 + c02
0 σ2, e1 = c01

0 σ0 + c11
0 σ1 + c12

0 σ2, e2 = c02
0 σ0 + c12

0 σ1 + c22
0 σ2,

s(1) = 2D
(1)
0 t(1), s(2) = 2D

(2)
0 t(2), s(3) = 2D

(3)
0 t(3),

то есть константы cαβ0 , D(γ)
0 образуют тензор упругих податливостей, обратный тен-

зору упругости материала.
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Для записи определяющих соотношений через компоненты тензоров деформаций
и напряжений в трёхмерном пространстве выразим эти компоненты через линейные
и квадратичные инварианты из соотношений (1), (3):

ε11 =

√
3

3
e0 −

√
6

6
e1 +

√
2

2
e2, ε22 =

√
3

3
e0 −

√
6

6
e1 −

√
2

2
e2, ε33 =

√
3

3
e0 +

√
6

3
e1,

|ε12| = s(1), |ε23| = s(2), |ε31| = s(3).

(6)

S11 =

√
3

3
σ0 −

√
6

6
σ1 +

√
2

2
σ2, S22 =

√
3

3
σ0 −

√
6

6
σ1 −

√
2

2
σ2, S33 =

√
3

3
σ0 +

√
6

3
σ1,

|S12| = t(1), |S23| = t(2), |S31| = t(3). (7)
Из выражений (5) с учётом (6), (7) получим связь между компонентами тензоров

деформаций и напряжений:

ε11 = A1111S11 +A1122S22 +A1133S33+

+B1111S
2
11 +B1122S

2
22 +B1133S

2
33 +B1112S11S22 +B1113S11S33 +B1123S22S33,

ε22 = A2211S11 +A2222S22 +A2233S33+

+B2211S
2
11 +B2222S

2
22 +B2233S

2
33 +B2212S11S22 +B2213S11S33 +B2223S22S33,

ε33 = A3311S11 +A3322S22 +A3333S33+ (8)
+B3311S

2
11 +B3322S

2
22 +B3333S

2
33 +B3312S11S22 +B3313S11S33 +B3323S22S33,

ε12 = 2

(
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 |S12|

)
S12, ε23 = 2

(
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 |S23|

)
S23,

ε31 = 2

(
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 |S31|

)
S31.

По данным, полученным в механических экспериментах с макрообразцами, удоб-
нее определять параметры Aiijk и Biijk, входящие в соотношения (8). Однако для
идентификации коэффициентов модели (5) требуется найти значения cαβ0 , cαβ1 . Коэф-
фициенты Aiijk и Biijk линейно связаны с константами cαβ0 , cαβ1 соответственно. Для
отыскания этих связей удовлетворим условиям существования потенциала Гиббса в
форме

∂ε11

∂S22
=
∂ε22

∂S11
,

∂ε11

∂S33
=
∂ε33

∂S11
,

∂ε22

∂S33
=
∂ε33

∂S22
. (9)

Найдем частные производные компонент тензора деформаций по компонентам тен-
зора напряжений:

∂ε11

∂S22
= A1122 + 2B1122S22 +B1112S11 +B1123S33,

∂ε22

∂S11
= A2211 + 2B2211S11 +B2212S22 +B2213S33,

∂ε11

∂S33
= A1133 + 2B1133S33 +B1113S11 +B1123S22,
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∂ε33

∂S11
= A3311 + 2B3311S11 +B3312S22 +B3313S33,

∂ε22

∂S33
= A2233 + 2B2233S33 +B2213S11 +B2223S22,

∂ε33

∂S22
= A3322 + 2B3322S22 +B3312S11 +B3323S33,

Подставляя полученные выражения в условия (9), придём к соотношениям между
параметрами модели:

A1122 = A2211, A1133 = A3311, A2233 = A3322,

B2212 = 2B1122, B1112 = 2B2211, B1123 = B2213, (10)
B3313 = 2B1133, B1113 = 2B3311, B1123 = B3312,

B3323 = 2B2233, B2223 = 2B3322, B2213 = B3312.

С учётом равенств (10) определяющие соотношения (8) принимают вид

ε11 = A1111S11 +A1122S22 +A1133S33+

+B1111S
2
11 +B1122S

2
22 +B1133S

2
33 + 2B2211S11S22 + 2B3311S11S33 +B1123S22S33,

ε22 = A1122S11 +A2222S22 +A2233S33+

+B2211S
2
11 +B2222S

2
22 +B2233S

2
33 + 2B1122S11S22 +B1123S11S33 + 2B3322S22S33,

ε33 = A1133S11 +A2233S22 +A3333S33+ (11)
+B3311S

2
11 +B3322S

2
22 +B3333S

2
33 +B1123S11S22 + 2B1133S11S33 + 2B2233S22S33,

ε12 = 2

(
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 |S12|

)
S12, ε23 = 2

(
D

(2)
0 +

3

2
D

(2)
1 |S23|

)
S23,

ε31 = 2

(
D

(3)
0 +

3

2
D

(3)
1 |S31|

)
S31.

Из выражений (10) и (5) с учётом выражений для инвариантов (6), (7) получим

A1111 =
c00

0

3
−
√

2c01
0

3
+

√
6c02

0

3
+
c11

0

6
−
√

3c12
0

3
+
c22

0

2
, A1122 =

c00
0

3
−
√

2c01
0

3
+
c11

0

6
− c22

0

2
,

A1133 =
c00

0

3
+

√
2c01

0

6
+

√
6c02

0

6
− c11

0

3
+

√
3c12

0

3
,

A2222 =
c00

0

3
−
√

2c01
0

3
−
√

6c02
0

3
+
c11

0

6
+

√
3c12

0

3
+
c22

0

2
,

A2233 =
c00

0

3
+

√
2c01

0

6
−
√

6c02
0

6
− c11

0

3
−
√

3c12
0

3
, A3333 =

c00
0

3
+

2
√

2c01
0

3
+

2c11
0

3
;

B1111 =

√
3

3
c00

1 +

√
3−
√

6

6
c01

1 +

√
2 +
√

3

2
c02

1 −
√

6

12
c11

1 +

√
2−
√

6

4
c12

1 +
3
√

2

4
c22

1 ,

B1122 =

√
3

3
c00

1 +

√
3−
√

6

6
c01

1 −
√

2 +
√

3

2
c02

1 −
√

6

12
c11

1 +

√
6−
√

2

12
c12

1 +
3
√

2

4
c22

1 ,

B1133 =

√
3

3
c00

1 +

√
6

6
c01

1 +

√
2

6
c02

1 −
√

6

3
c11

1 +

√
2

3
c12

1 , (12)
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B1123 =
2
√

3

3
c00

1 −
√

3

3
c01

1 −
√

3

3
c02

1 +

√
6

3
c11

1 −
√

6

3
c12

1 ,

B2211 =

√
3

3
c00

1 +

√
3−
√

6

6
c01

1 +

√
2−
√

3

6
c02

1 −
√

6

12
c11

1 +

√
2 +
√

6

12
c12

1 −
3
√

2

4
c22

1 ,

B2222 =

√
3

3
c00

1 +

√
3−
√

6

6
c01

1 +

√
3−
√

2

2
c02

1 −
√

6

12
c11

1 −
√

2 +
√

6

4
c12

1 −
3
√

2

4
c22

1 ,

B2233 =

√
3

3
c00

1 +

√
6

6
c01

1 −
√

2

6
c02

1 −
√

6

3
c11

1 −
√

2

3
c12

1 ,

B3311 =

√
3

3
c00

1 −
√

3

6
c01

1 +
2
√

2 +
√

3

6
c02

1 +

√
6

6
c11

1 +

√
6− 2

√
2

6
c12

1 ,

B3322 =

√
3

3
c00

1 −
√

3

6
c01

1 +

√
3− 2

√
2

6
c02

1 +

√
6

6
c11

1 +
2
√

2 +
√

6

6
c12

1 ,

B3333 =

√
3

3
c00

1 +

√
6 + 2

√
3

3
c01

1 +
2
√

6

3
c11

1 .

В квадратичной части определяющих соотношений 10 коэффициентов Biijk линей-
но выражаются через 6 параметров cαβ1 , поэтому линейно независимыми являются 6
констант Biijk. В качестве независимых параметров выберем следующие: B1111, B1122,
B1133, B2211, B2222, B3311. Остальные 4 из 10 параметров B1123, B2233, B3322, B3333 ли-
нейно выражаются через них:

B1123 =
255
√

2 + 206
√

3− 145
√

6− 360

2
(
26
√

6− 37
√

3− 45
√

2 + 63
) B1111+

+
18965

√
6− 24302

√
3− 29791

√
2 + 46540

7256
√

6− 7918
√

3− 9694
√

2 + 17746
B1122+

+
16
√

6− 29
√

3− 36
√

2 + 39

2
(
3
√

2 + 3
√

3 +
√

6 + 2
) B2211 +

222
√

2 + 183
√

3− 114
√

6− 279

30
√

2 + 20
√

3 + 2
√

6 + 6
B2222 + 2B3311,

B2233 =
2
√

3− 3
√

2−
√

6 + 2

4
B1111 +

3
√

2− 2
√

3 +
√

6− 2

4
B1122 +B1133+

+

√
6− 2

√
3− 3

√
2 + 4

4
B2211 +

3
√

2 + 2
√

3−
√

6− 2

4
B2222,

B3322 =
6898

√
3− 8559

√
2− 4883

√
6 + 12128

1257
√

2− 954
√

3 + 657
√

6− 1762
B1111+ (13)

+
26904

√
3− 47443

√
2− 18469

√
6 + 68446

232
√

3− 11069
√

2 + 1267
√

6 + 19172
B1122+

+
9
√

6− 8
√

3− 9
√

2 + 22

2
(
3
√

2 + 3
√

3 +
√

6 + 2
)B2211 +

75
√

2 + 58
√

3− 53
√

6− 132

30
√

2 + 20
√

3 + 2
√

6 + 6
B2222 +B3311,

B3333 =
(

3
√

2 + 6
)
B3311 −

126648
√

2 + 101665
√

3 + 71900
√

6 + 179145

17550
√

2 + 15232
√

3 + 10778
√

6 + 24840
B1111−

−825
√

2 + 450
√

3 + 333
√

6 + 1203

556
√

2 + 432
√

3 + 298
√

6 + 768
B1122 +

(
3
√

2 + 3
)
B1133−
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−
3
(
4
√

6− 207
√

2− 156
√

3− 12
)

4
(
15
√

2 + 10
√

3 +
√

6 + 3
) B2211 +

345
√

2 + 284
√

3− 148
√

6− 372

4
(
15
√

2 + 10
√

3 +
√

6 + 3
) B2222.

Если параметры Aijj , Biijk определены из экспериментов, то упругие константы
материала cαβ0 , cαβ1 можно найти, обращая соотношения (12).
Определение параметров модели. Часть параметров модели можно определить

по результатам экспериментов с пластинами. Рассмотрим ортотропную пластину, у
которой одна ось анизотропии a3 перпендикулярна плоскости, а две другие a1, a2 на-
правлены по сторонам пластины. Направим оси декартовой системы координат вдоль
сторон пластины.

При плоском напряжённом состоянии (S13 = S23 = S33 = 0) определяющие соотно-
шения (11) записываются в следующем виде:

ε11 = A1111S11 +A1122S22 +B1111S
2
11 +B1122S

2
22 + 2B2211S11S22,

ε22 = A1122S11 +A2222S22 +B2211S
2
11 +B2222S

2
22 + 2B1122S11S22,

ε33 = A1133S11 +A2233S22 +B3311S
2
11 +B3322S

2
22 +B1123S11S22, (14)

ε12 = 2

(
D

(1)
0 +

3

2
D

(1)
1 |S12|

)
S12.

В работе [4] приведены эксперименты по одноосному растяжению, сжатию и сдвигу
пластин, у которых главные направления анизотропии совпадают с осями координат.
Данные экспериментов позволили, используя метод наименьших квадратов, опреде-
лить параметры материала A1111, A1122, A2222, B1111, B1122, B2211, B2222, D

(1)
0 , D(1)

1 ,
входящие в соотношения (14):

A1111 = 6, 48 · 10−11Па−1, A1122 = −6, 93 · 10−12Па−1, A2222 = 6, 48 · 10−11Па−1;

B1111 = 6, 58 · 10−14Па−2, B1122 = 2, 32 · 10−14Па−2, B2211 = 2, 32 · 10−14Па−2, (15)

B2222 = 6, 58 · 10−14Па−2; D1
0 = 5, 364 · 10−11Па−1; D1

1 = 1, 36 · 10−12Па−2.

Свойства материала композита, армированного стекловолокном, обусловлены на-
правленным расположением армирующих элементов. В этом случае волокна распо-
лагаются в параллельных плоскостях в двух перпендикулярных направлениях. Это
объясняет полученные результаты A1111 = A2222, B1111 = B2222 и B1122 = B2211.

На рисунках 1, 2 представлены аппроксимирующие диаграммы, построенные по
определяющим соотношениям (14) со значениями параметров материала (15).
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Рис. 1. Зависимости напряжений от деформаций: а) линейные определяющие соотношения;
б) квадратичные определяющие соотношения
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Рис. 2. Зависимость касательных напряжений от деформации сдвига в плоскости
пластины

На рисунке 1 точками обозначены экспериментальные данные, сплошными лини-
ями – результаты расчётов по предложенной модели; синим цветом обозначены про-
дольные деформации вдоль оси a1, красным — поперечные. На рисунке 2 точками
обозначены экспериментальные данные, синим цветом обозначены результаты расчё-
тов по линейной модели, красным — по квадратичной модели.

Графики на рисунке 1 показывают, что определяющие соотношения в виде (11),
учитывающие квадратичную зависимость деформаций от напряжений, позволяют
описать результаты экспериментов с анизотропным материалом более адекватно, чем
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линейные соотношения обобщённого закона Гука. Они позволяют описывать разно-
сопротивляемость анизотропного материала растяжению и сжатию, наблюдаемую в
эксперименте.

Экспериментальные данные, приведённые в [4], использованы также в статье [7]
для идентификации и верификации модели, учитывающей нелинейную зависимость
сдвиговых деформаций от касательных напряжений, но постулирующей линейную
связь между деформациями и напряжениями при растяжении и сжатии вдоль глав-
ных осей анизотропии. Рассмотренная в настоящей работе модель (11) учитывает
нелинейность в упругом поведении анизотропного материала не только при сдвиге,
но и при одноосном нагружении, а её параметры идентифицируются по данным таких
экспериментов.
Заключение. В статье приведен вариант определяющих соотношений для нели-

нейно упругого анизотропного материала в виде квадратичной связи между компо-
нентами деформаций и напряжений, который удовлетворяет требованиям обобщения
частного постулата А.А. Ильюшина на анизотропные материалы [8]. Установлены
линейные соотношения между константами модели, следующие из условия существо-
вания потенциала Гиббса. Выявлена линейная зависимость между коэффициентами
квадратичной части соотношений, которая является следствием увеличения числа
коэффициентов при переходе от соотношений между инвариантами деформаций и
напряжений к связям между компонентами тензора деформаций и тензора напряже-
ний.

Проведена идентификация параметров модели по данным экспериментов [4]. По-
казано, что предложенная модель позволяет описывать наблюдаемую в эксперимен-
тах [4] нелинейность зависимости между напряжениями и деформациями не только
в процессах сдвига, но и в процессах растяжения и сжатия вдоль главных осей ани-
зотропии, а также разносопротивляемость анизотропных материалов.
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shows that the quadratic part of the proposed model contains thirteen elastic constants, nine of
which are linearly independent. The parameters of the model are determined from the data of
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nonlinear dependences of stresses and strains in the processes of tension, compression, and shear,
as well as the difference in resistance of anisotropic materials.
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Аннотация. С использованием экспериментальных данных о взрывах в воде найдена анали-
тическая зависимость распределения удельного импульса взрывной нагрузки по длине балки.
Учтены эффекты отражения возмущенного потока воды от поверхности преграды, глубина
ее расположения в водоёме, взаимное расположение сферического заряда ВВ и преграды в
воде, физические характеристики заряда.

Ключевые слова: импульсная нагрузка, взрыв в воде, эффекты отражения, распределение
импульсной нагрузки по поверхности преграды.
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Введение
Значительный интерес в расчетах конструкций на действие взрыва в воде пред-

ставляет задача о нахождении распределения удельного импульса взрывной нагрузки
по длине балки, поскольку её решение позволяет найти условия гарантированного
разрушения балочной конструкции.

Сначала рассмотрим задачу о нахождении давления, действующего возмущенного
потока жидкости (воды) на балку (давления торможения). Пусть к балке под некото-
рым углом α подходит параллельно-струйный или расходящийся поток возмущенной
среды (воды). На рис. 1 показан момент подхода к точке A такого потока, образо-
ванного при взрыве сферического заряда радиуса r0. Чтобы найти давление, которое
создает в этой точке водный поток при его торможении, вырежем мысленно в окрест-
ности точки A бесконечно малую площадку dS и рассмотрим действие на нее частиц
потока (рис.2).
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Рис. 1 Схема движения элемента балки под действием импульсной нагрузки

На площадку падает бесконечно малая струйка возмущенной водной среды, пло-
щадь поперечного сечения которой dS · cosα. За бесконечно малый промежуток вре-
мени dt к площадке dS подойдёт масса воды, заключенная в элементарной струйке
между площадкой dS и сечением струйки, удаленным на расстояние u2dt · cosα, где
u2 – скорость потока на фронте УВ в воде. Эта масса определяется соотношением

dm = ρ2dSu2dt cosα (1)

где ρ2 – плотность воды в падающей струйке на фронте УВ.
При ударе элементарной струйки о преграду частицы потока, теряя часть нормаль-

ной составляющей скорости, отражаются от преграды под некоторым углом β 6= α.
Обозначим нормальную составляющую скорости подходящего к преграде потока u2n,
а нормальную составляющую скорости отраженного потока u′2n и применим к эле-
ментарной струйке закон сохранения импульса. Согласно этому закону, импульс си-
лы, действующий на площадку dS, равен изменению количества движения струйки,
следовательно

PmdS · dt = dm ·
(
u2n − u′2n

)
, (2)

где Pm – максимальное давление при ударе.
С учетом соотношения (1) для элементарной массы dm, из выражения (2) найдем

Pm = u2 cosα · ρ2 · u2n

(
1− u′2n

u2n

)
(3)

Отношение модуля нормальной составляющей скорости отраженного потока к модулю
нормальной составляющей падающего потока есть коэффициент восстановления при
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Рис. 2 Схема для определения давления Pm

ударе

K =
|u′2n|
|u2n|

(4)

Так как u′2n и u2n имеют противоположные направления, то

1− u′2n
u2n

= 1 +K (5)

Согласно рис. 2 u2n = u2 cosα, следовательно

Pm = (1 +K) ρ2u
2
2 cos2 α (6)

Согласно экспериментальным данным в работе [1] получен алгоритм вычислений

ε = 1−
(
P2 − P01

BP01
+ 1

)− 1
n

D =

√
P2 − P1

ερ1

u2 = εD

ρ2

ρ1
=

1

1− ε


(7)

определяющий параметры на фронте УВ по известному давлению на фронте. Это
давление определяется по экспериментальным зависимостям [1], [2], [3], [4]:

P2 − P01

P01
= 14700

(r0

a

)1,13
, (8)
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справедливом для сферических зарядов на расстояниях r
r0
> 12, и

P2 − P01

P01
= 37000

(r0

r

) 3
2
, (9)

если 6 < r
r0
< 12.

В вычислениях по формулам (7) используются соотношения для параметров B и n в
виде

B =


2945,

P2 − P01

P01
< 3 · 104

4115,
P2 − P01

P01
≥ 3 · 104

n =


7, 15,

P2 − P01

P01
< 3 · 104

6, 29,
P2 − P01

P01
≥ 3 · 104


(10)

В приведенных формулах P01 – давление воды на поверхности водоема, P1 – давление
воды на глубине H; эти величины связаны соотношением

P1 = P01 + ρ1gH (11)

где ρ1 – плотность воды в невозмущенном состоянии, g – ускорение силы тяжести.
Спад давления с течением времени принято [1], [5], [6] определять формулой

P − P01

P01
=
Pm − P01

P01
· e−

t
ϑ (12)

в которой время t отсчитывается от момента прихода фронта ударной волны в данную
точку пространства, а величина ϑ, называемая постоянной времени, определяется из
соотношения [1], [4]

a01ϑ

r0
= 1, 4 ·

(
a

r0

)0,24

(13)

где a01 – скорость звука в воде на поверхности водоема (например, при T = 288◦K,
a01 = 1460 м

с ).
Удельный импульс фазы сжатия определяется формулой [1]

i =

∫ τ+

0
(P − P01) dt = (Pm − P01)

∫ τ+

0
e
−t
ϑ = (Pm − P01)ϑ

(
1− e

−τ+
ϑ

)
В неограниченной среде τ+

ϑ > 5 [1], поэтому

i = (Pm − P01)ϑ (14)

Таким образом, удельный импульс, действующий на преграду, определяется форму-
лой (14), где Pm находится из соотношения (6), т.е.

i =
[
(1 +K)ρ2u

2
2 cos2 α− P01

]
ϑ (15)

Преобразуем формулу (15), расположив начало координат в левом конце балки (Рис.
3)
Пусть x – координата точки падения элементарной струйки потока, α – угол паде-
ния, x∗- координата проекции заряда С на ось балки (эпицентр взрыва). Учитывая
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Рис. 3 Схема для определения удельного импульса i.

соотношения x∗−x = atgα; cos2 α = 1
1+tg2α

= a2

(x∗−x)2+a2
, формулу (15) для удельного

импульса представим в виде

i =

[
(1 +K)ρ2u

2
2

a2

(x∗ − x)2 + a2
− P01

]
ϑ (16)

Найдём теперь величину коэффициента восстановления K. Для этого рассмотрим слу-
чай, когда заряд контактирует в точке А с преградой (балкой) (рис.4).

Рис. 4 Схема расположения заряда для определения величины K
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Обозначения P3, ρ3, u3, a3 соответствуют давлению, плотности, скорости частиц и ско-
рости звука на фронте детонационной волны. Эти величины определяются соотноше-
ниями [1]:

u3 =
D0

K3 + 1

ρ3 =
K3 + 1

K3
ρ0

P3 =
ρ0D

2
0

K3 + 1

a3 =
K3D0

K3 + 1


, (17)

где ρ0 - плотность заряда ВВ, D0 - скорость детонации заряда, K3 - показатель полит-
ропы на фронте детонационной волны. В рассматриваемом случае контактного рас-
положения заряда в формуле (6) следует положить: α = 0, Pm = P3, ρ2 = ρ3, u2 = u3

и, для определения K, получим соотношение

P3 = (1 +K) ρ3u
2
3; (18)

отсюда следует

K =
P3

ρ3u2
3

− 1 (19)

C учётом (19) формулу (16) представим в виде

i =

[
P3

(
ρ2

ρ3

u2

u3

)2 a2

a2 + (x∗ − x)2 − P01

]
ϑ, (20)

Погонный импульс вычисляется по формуле

i∗ = bK1i,

где K1 - коэффициент формы, b – ширина балки [1], [3].
Для балки прямоугольного поперечного сечения b×h , где h – высота сечения, K1 = 1.
Заключение. Найденная формула (20) для удельного импульса, воспринимаемо-

го преградой (балкой), определяет его как функцию координаты точки падения (т.е.
импульс распределен по длине балки i∗ = i∗(x)). Эта функция включает определя-
ющие параметры созданного взрывом силового поля: величину C массы заряда ВВ
(входит в формулу массы через радиус заряда), характеристики ВВ заряда, располо-
жение заряда в воде на глубине Hи на удалении a от преграды (балки), положение
эпицентра взрыва x∗. Полученное соотношение (20) для погонного импульса позво-
ляет отыскивать условия гарантированного разрушения элементов конструкций (в
рассматриваемом случае – балки) импульсной взрывной нагрузкой в воде. Влияние
свойств источника взрыва может быть учтено привлечением экспериментальных дан-
ных [5, 6].
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ОСЕВОЕ ВРАЩЕНИЕ В КАЧЕСТВЕ ПРИЧИНЫ ПАДЕНИЯ НАТЯГА
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Аннотация. На примере составного диска, созданного посредством операции горячей посад-
ки, изучается прочность такого соединения на отрыв. Отрывные усилия создаются в качестве
центробежных инерционных сил при вращении диска относительное его центральной оси.
Показывается, что созданный натяг в сборке имеет выраженную тенденцию к уменьшению.
Однако для его обнуления необходимы достаточно значительные угловые скорости вращения.
Приведен пример расчета придельной угловой скорости в зависимости от первоначального
нагрева охватывающей детали сборки, термомеханических свойств материала сборки и гео-
метрических параметров итоговой конструкции. Подобные расчеты в снижающемся натяге
совершенно необходимы, когда эксплуатационные условия требуют принять вращение состав-
ного диска в качестве части его функциональных обязанностей.

Ключевые слова: упругость, пластичность, температурные напряжения, посадка с натягом,
горячая посадка, напряжения во вращающемся диске.
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Введение
Наиболее характерным и известным примером сборки цилиндрических деталей с

натягом является предложение ординарного академика Петербурской Академии На-
ук Гадолина А.В. об использовании двухслойных стволов артиллерийских орудий [1].
Такие предварительно напряженные стволы позволяли выдерживать повышенные
давления пороховых газов, способствуя тем самым повышению дальности и точно-
сти стрельбы. Собирались такие орудийные стволы способом горячей посадки [1],
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когда охватывающий слой нагревался и надевался на холодный охватываемый. Позд-
нее подобные конструкции нашли применение в других отраслях машиностроения, а
операция горячей посадки оказалась одной из важнейших в ряду технологий сбор-
ки с натягом. Расчет сформировавшихся в процессе посадки предварительных для
конструкций напряжений проводился, как правило, в рамках теории температурных
напряжений [2,3] в упругих телах. Связанностью процессов деформирования и тепло-
передачи пренебрегалось. Учет пластических деформаций в процессе посадки привел
к необходимости использования приближенных численных расчетов [4,5,5,6]. В [7–10]
на основе использования кусочно-линейных пластических потенциалов пластическо-
го течения удалось избежать дискретизации расчетных областей и получить решения
в численно – аналитической форме, где приближенные численные методы исполь-
зуются только для графического представления результатов расчетов и выполнения
краевых условий решением систем алгебраических уравнений. Однако такие действия
необходимо выполнять на каждом временном шаге расчетов, поскольку область пла-
стического течения в свою очередь разделяться на части, в которых пластическое
течение подчинено разным граням и ребрам кусочно-линейных поверхностей нагру-
жения. Переходы с грани призмы Треска и Ивлева на ребро и на следующую грань
необходимо отслеживать в процессе расчетов.

Иметься ряд работ, где прочность сборки проверятся теоретически и эксперимен-
тально. Так в [11,12] рассматривается кручение сборки, в [13,14] изучается прочность
соединения поворотом охватываемой детали, в [15] в условиях циклических нагруже-
ний и, наконец, в [16] сопротивление соединения осевой нагрузке. Здесь рассмотрим
прочность соединения в сборке составного диска при его вращении вокруг неподвиж-
ной оси. Данную задачу часто называют задачей Ю. Н. Роботнова [17]. В теории
ползучести и пластического течения она изучалась неоднократно. Укажем здесь толь-
ко последние публикации [18,19]. О других можно составить впечатление по ссылкам
этих работ. Возникающие при быстром вращении силы инерции позволяют дать оцен-
ку прочности соединения именно на отрыв, что ранее не изучалось.
Соотношения модели упруго пластического тела. Локальные следствия за-

конов сохранения импульса и энергии приводят к дифференциальным уравнениям

∇ · σ + ρχ = ρw (1)

ρ
dγ

dt
+ divq = σ · ·ε (2)

ε =
1

2

(
∇v +∇Tv

)
;v =

∂u

∂t
; ρ = const;w =

∂v

∂t
=
d2u

dt2
; γ = γ (d, s)

В (1) и (2) принято, что приобретаемые деформации телом являются малыми, χ ,
γ, s – плотность распределания массовых сил, внутренней энергии и энтропии, u, v,
q – векторы перемещений, скоростей перемещений и потока тепла, σ, d, ε – тензоры
напряжений, деформаций и скоростей деформаций Эйлера, ρ – плотность, t – время.

Полные деформации d в теле полагаем состоящими из упругих e и пластических
p составляющих

d = e + p =
1

2

(
∇u +∇Tu

)
;

ε =
dd

dt
=
de

dt
+
dp

dt
= εe + εp

(3)
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Следствием закона сохранения энергии (2) и второго закона термодинамики явля-
ются [20] зависимости

σ = ρ
∂ψ (e, T )

∂e
(4)

∂ (ρs)

∂t
= divJ +

1

T
σ · ·εp − 1

T 2
q · ∇T (5)

ψ (e, T ) = γ (e, s)− sT ;
∂γ

∂s
= T ;

∂ψ

∂T
= −s;

J = ρsv + T−1q

Здесь ψ - плотность распределения свободной энергии, J - вектор потока энтропии,
T - температура. Зависимость (4) часто называется формулой Мурнагана, а соот-
ношение (5) уравнением баланса энтропии s. То обстоятельство, что термодинами-
ческие потенциалы (свободная и внутренняя энергия) зависит только от обратимых
(упругих) деформаций e и не зависит от необратимых (пластических) деформаций p
является принимаемой упрощающей гипотезой. Это обычное допущение [20,21].

При простейшем из возможных заданий термодинамического потенциала ψ =
ψ (e, T ) из (4) и (5) следует [2,20] соотношения закона Дюамеля-Неймана и уравнение
теплопроводности

σ = (λtre− 3αT0Kθ) I + 2µe (6)

∂θ

∂t
= a∆θ − 1

cT0
(δtrεe − σ · ·εp) (7)

θ =
T − T0

T0

Здесь λ, µ - параметры Ламе, K = λ + 2
3µ модуль всестороннего сжатия, T0 - тем-

пература в свободном состоянии тела (комнатная температура), α, c - коэффициент
линейного расширения и удельная теплоемкость материала, a - коэффициент темпе-
ратуропроводности, δ - коэффициент связанности.

Пластические деформации растут в материале только в условиях принадлежности
напряжений поверхности нагружения (текучести) f (σ, k) = 0 (k - предел текучести).
В принимаемых далее условиях принципа максимума Мизеса уравнение поверхности
нагружения выполняет роль пластического потенциала со следованием ассоциирован-
ного закона пластического течения

dp = dη df(σ,k)
∂σ ; dη > 0 (8)

В качестве поверхности нагружения принимаем далее боковую поверхность наклон-
ной призмы Ивлева [22] в пространстве главных напряжений σj .

max |σi − σ| =
4

3
k (9)

σ =
1

3
(σ1 + σ2 + σ3)

Данное условие пластического течения называется условием максимальных приве-
денных [22] напряжений или условием пластического течения Ишлинского–Ивлева.
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Зависимость предела текучести k = k (θ) от температуры принимаем в простейшей
ее форме

k (θ) = k0 (θp − θ) θ−1
p (10)

Здесь k0 = const - предел текучести в опытах на сдвиг при комнатной температуре
T0.
Сборка горячей посадкой. Продекламированная во введении цель настоящей

работы связанна с анализом прочности соединения с натягом полученном в результате
горячей посадки кольцевого диска на такой же диск, при последующем вращении
сборки относительно центральной оси ортогональной общей плоскости соединенных
дисков. Именно таким способом предполагается изучить прочность соединения на
отрыв.

Итоговая конструкция представлена на рис. 1 (а). Составной деформируемый диск,
насажен на жесткий вал радиуса r = R0. Диск состоит из двух частей, воедино со-
бранных с помощью операции горячей посадки. Охватываемая часть диска имеет
размеры R0 ≤ r ≤ R1, охватывающая - R1 ≤ r ≤ R2. Соединение с валом полагается
жестким и теплоизолированным. Вал может вращаться вокруг своей оси с переменой
угловой скоростью ω. Изменение угловой скорости вращения со временем t задает-
ся так, как это представлено на рис. 1 (б), где t1, t2, t3 ω∗ назначенные параметры
вращения. Очевидно, что, прежде чем приступить к расчету изменений в натяге и
в напряжениях в материале составного диска за счет вращения, необходимо знать
распределение напряжений и уровень натяга на линии сопряжения r = R1 (иметь
начальные условия). Получить такие начальные условия возможно только решени-
ем задачи, моделирующей операцию горячей посадки. Данные расчеты проведем в
рамках теории температурных напряжений (несвязанной теории).

Рис. 1. Постановка задачи. а) вид сборки, б) изменение скорости вращения со временем

Температурная часть задачи состоит из уравнения теплопроводности (7), где связ-
ностью (последний слагаемый правой части) пренебрегается. В таком случае из (7)
для рассматриваемого случая осевой симметрии в цилиндрических координатах r, ϕ, z
имеем уравнение

θ,t = a
(
θ,rr + r−1θ,r

)
− βθ (11)
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Индексом после запятой здесь и в дальнейшем обозначается производная по данной
независимой переменной. Последний слагаемый в (11) задает теплоотдачу с поверхно-
сти составного диска в окружающую среду, находящуюся при комнатной температу-
ре; β - коэффициент такой теплоотдачи, полагаемый далее постоянным. Начальными
условиями для уравнения теплопроводности (11) являются зависимости

θ (R0 ≤ r ≤ R1, 0) = 0; θ (R1 ≤ r ≤ R2, 0) = θ∗ (12)

В (12) θ∗ = const - однородная безразмерная температура передварительного на-
грева охватывающей детали сборки составного диска.

Граничными условиями в рассматриваемом случае становятся соотношения

θ,r (R0, t) = 0; ξ2θ,r (R2, t) = βθ;

θ+ (R1, t) = θ− (R1t) ; ξ2θ
+
,r (R1, t) = ξ1θ

−
,r (R1, t)

(13)

Здесь ξ1, ξ2 - коэффициенты теплопроводности для материалов охватываемой и
охватывающей деталей сборки; θ+ (r, t) распределение температуры в охватывающей
детали и θ− (r, t) в охватываемой детали. Первое соотношение в (13) задает условие
теплоизоляции вала.

Температурная задача (11)-(13) имеет аналитическое решение. Но из-за того, что
в механической задаче приходится использовать численные расчеты при выполнении
граничных условий в каждый рассчитываемый момент времени, удобнее и в темпера-
турной задаче воспользоваться численными расчетами. Такие расчеты не содержат в
себе дополнительных трудностей и доведены до простых пользовательских программ,
поэтому далее считаем, что поле температур известно (найдено) решением задачи
(11)-(13).

Сразу за моментом посадки материалы сборки деформируются обратимо (упру-
го). При этом деформации связаны с перемещениями зависимостями: dr = er = ur,r;
dϕ = eϕ = r−1ur. Остальные компоненты тензора деформации раны нулю. Считая
сопрягаемые диски достаточно тонкими, принимаем условия плоских напряженных
состояний. Соотношения (6) в таком случае переписывается в форме

σr =
(
4µ (λ+ µ)ur,r + 2µλr−1ur − 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1

σϕ =
(
4µ (λ+ µ) r−1ur + 2µλur,r − 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1

(14)

,
Подстановка (14) в уравнение равновесия, следующее из (1) в рассматриваемых

условиях
σr,r + r−1 (σr − σϕ) = 0, (15)

позволяет записать уравнение (5) в перемещениях ur
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r
(rur)

)
=

3KαT0

2 (λ+ µ)

∂θ

∂r
(16)

Интегрируя (16), имеем

u(v)
r = 1.5KαT0(λ+ µ)−1r−1

∫ r

b
ρθ (ρ) dρ+ 0.5rC

(v)
1 (t) + r−1C

(v)
2 (t) (17)

В (17) v = 1 для охватываемого кольца, v = 2 – для охватывающего. Для внутрен-
него кольца в (17) следует принять b = R0, для внешнего b = R1.
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Коэффициенты (функции времени) интегрирования C1
1 , C1

2 , C2
1 , C2

2 в каждый рас-
считываемый момент времени определяются выполнением граничных условий

ur (R0, t) = 0; σrr (R2, t) = 0;

u
(1)
r (R1, t) = u

(2)
r (R1, t) , σ

(1)
r (R1, t) = σ

(2)
r (R1, t)

(18)

С ростом времени за счет перераспределения температуры по элементам сборки
растут и напряжения (14). В некоторый момент времени выполняется условие пласти-
ческого течения (9) в форме (расчетный факт) 2σϕ− σr = 4k. На рис. 2 представлено
сечение призмы Ивлева плоскостью σ3 = 0 в пространстве главных напряжений.

Рис. 2.

Местом первоначального выполнения условия соответствия напряжений грани
(рис. 2) призмы Ивлева является поверхность r = R1. Зарождающаяся упругопла-
стическая граница r = n1 (t) начинает с этого момента времени продвигаться по охва-
тывющему диску. В увеличивающейся области пластического течения R1 ≤ r ≤ n1 (t)
для компонент напряжения имеем в каждый момент времени зависимости учитыва-
ющие наличие необратимых деформаций

σr (r) =
(
4µ (λ+ µ) (ur,r − pr) + 2µλ

(
r−1ur − pϕ

)
− 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1 ,

σϕ (r) =
(
4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ

)
+ 2µλ (ur,r − pr)− 6KµαT0θ

)
(λ+ 2µ)−1 (19)

Согласно ассоциированному с гранью 2σϕ−σr = 4k призмы Ивлева закону пласти-
ческого течения получаем, что pϕ = −2pr. Учитывая это, последние зависимости для
напряжений в пластической области, возможно, переписать в форме

σr =
(
12Kµur,r + 6Kµr−1ur − 4µk(r)− 18Kµθ(r)

)
(3λ+ 5µ)−1

σϕ =
(
6µKur,r + 3µKr−1ur + 2 (3λ+ 4µ) k (r)− 9Kµθ (r)

)
(3λ+ 5µ)−1 (20)

Если подставить (20) в уравнение равновесия (15) и проинтегрировать результат
с учетом соответствия напряжений грани 2σϕ − σr = 4k, то получим, что в обла-
сти пластического течения R1 ≤ r ≤ n1 (t), справедливы в любой момент времени
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зависимости

σr (r) = r−0.5C1 + 2r−0.5
∫ r
R1
ρ−0.5k (ρ) dρ, σϕ (r) = 2k (r) + 0.5σr,

ur (r) = 1.5r−0.5
∫ r
R1
ρ0.5θ (ρ) dρ− (3λ+ 5µ) (3µK)−1 r0.5

∫ r
R1
ρ−0.5k (ρ) dρ+

+ (K + µ) (µK)−1 r−0.5
∫ r
R1
ρ0.5k (ρ) dρ+ r0.5 (K + µ) (4µK)−1C

(3)
1 + r−0.5C

(3)
2

pr (r) = 0.5θ (r) + (λ+ µ) (3µK)−1 k (r)−

− (λ+ µ) (2µK)−1
(
r−1.5

∫ r
R1
ρ0.5k (ρ) dρ+ r−0.5

∫ r
R1
ρ−0.5k (ρ) dρ

)
−

− (λ+ µ)
(
8Kµr0.5

)−1
C

(3)
1 − 0.5r−1.5C

(3)
2

(21)

Постоянные интегрирования в каждый рассчитываемый момент времени необходи-
мо определить решением системы линейных уравнений, следующей из краевых усло-
вий (18) и условий непрерывности ur, σr на упругопластической границе r = n1 (t).
Вместе с (18) имеем в таком случае семь алгебраических уравнений для определения
в любой момент времени шести постоянных C1

1 , C1
2 , C2

1 , C2
2 , C3

1 , C3
2 и положения линии

n1 (t). Эти расчеты необходимо проводить на каждом последующем шаге по времени.
Более того, количество подобных постоянных (функций времени) с последующими
шагами по времени будет возрастать с появлением новых областей пластического
течения, соответствующих иным граням поверхности текучести (рис. 2). Эволюция
областей пластического течения указанна на рис. 3, где время расчетов продвигается
сверху вниз. Формирование подобной схемы возникновения и исчезновения областей
пластического течения подробно описано в предыдущих наших публикациях, напри-
мер в [8, 10]. Здесь данный способ, практически, повторяем. На рис. 3 указаны после-
довательно возникающие области пластического течения с указанием их соответствия
разным граням (рис.2) призмы Ивлева до полного остывания сборки. В итоговом со-
стоянии области пластического течения отсутствуют, но присутствуют накопленные
пластические деформации. Упругие итоговые деформации создают требуемый натяг
в сборке. Поэтому совершенно непонятным и бессмысленным оказывается заявление
авторов статьи [23]: «Решение задачи Гадолина в упругопластической постановке дли-
тельное время не представляло особого интереса, что не удивительно в виду основной
ориентации этой задачи на проектирование орудийных стволов, которые, очевидно,
должны быть без пластического слоя». О каком пластическом слое идет речь в цитиру-
емом предложении. Авторы [23] не понимают операцию горячей посадки как процесс.
Отсюда и допущенная бессмысленность в целом полезной научной статье.

В качестве примера дальнейшего укажем только одну последующую операцию рас-
четов, когда образуется вторая область течения (рис.3 в). В условиях развития пер-
вичной пластической области (рис. 3. в) напряжение в сборке продолжают совой рост.
В некоторый момент времени на поверхности r = R1 наряду с условием 2σϕ−σr = 4k
выполняется еще и соотношение σϕ − 2σr = 4k. Таким образом, напряженное сос-
тояние будет соответствовать ребру призмы Ивлева (рис. 2) . Однако в [24] нами
было показано, что при зависимости предела текучести от температуры пластическое
течение в соответствии плоских напряжений ребру (рис. 2) Ивлева невозможно. Осу-
ществляется переход на соседнею грань, не задерживаясь на общем ребре, и поэтому
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Рис. 3. Схема возникновения и исчезновения разных областей пластического течения в про-
цессе сборки горячей посадкой
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развиваемая пластическая область предстает двумя своими частями (рис. 3 в). В од-
ной из них n2 (t) ≤ r ≤ n3 (t) пластическое течение соответствует грани 2σϕ−σr = 4k,
а в другой грани σϕ − 2σr = 4k. Для напряжений в последней области будем иметь
зависимости, справедливые в рассматриваемый момент времени

σr (r) =
(
4µ (λ+ µ)

(
ur,r − pr − p0

r

)
+ 2µλ

(
r−1ur − pϕ − p0

ϕ

))
(λ+ 2µ)−1−

−6Kµθ (λ+ 2µ)−1

σϕ (r) =
(
4µ (λ+ µ)

(
r−1ur − pϕ − p0

ϕ

)
+ 2µλ

(
ur,r − pr − p0

r

))
(λ+ 2µ)−1−

−6Kµθ (λ+ 2µ)−1

(22)

В (22) p0
r , p0

ϕ - необратимые деформации, накопленные в прежней области (при
2σϕ− σr = 4k) пластического течения. Если pr = pr (r, t) и pϕ = pϕ (r, t), то p0

r = p0
r (r)

и p0
ϕ = p0

ϕ (r). Время в последних функциональных зависимостях фиксируется мо-
ментом прихода в рассматриваемую точку деформируемого материала граничной по-
верхности r = n2 (t), разделяющей пластическую область на части. Далее со временем
p0
r , p0

ϕ не меняются. В процессе вычислений распределения необратимых деформаций
накапливаются в памяти компьютера и используются в надлежавший момент. Если
точка материала участвовала в нескольких процессах течения, то в качестве p0

r , p0
ϕ

принимается итоговая пластическая деформация от всех предшествующих областей
необратимого деформирования.

Подстановка (22) в уравнение равновесия (15) с учетом следствия ассоциирован-
ного с данной гранью закона пластического течения pϕ = −0.5pr и интегрирование
следствия такой подстановки позволяет записать решение задачи для этой области в
рассматриваемый момент времени

σr = 4r
∫ r
R1

k(ρ)
ρ2
dρ+ C

(4)
1 r;σϕ = 2σr + 4k;

ur(r) = C
(4)
1 r2 (K + µ) (4Kµ)−1 + C

(4)
2 r−2+

+r−2
∫ r
R1
ρ2
(
2p0
r (ρ) + p0

ϕ (ρ)
)
dρ+

+αT0

((
3r−2 + r−2 (λ+ µ) (Kµ)−1

) ∫ r
R1
ρ2θ (ρ) dρ

)
+αT0

(
r2 (K + µ) (Kµ)−1 ∫ r

R1
ρ−2θ (ρ) dρ

)
prr (r) = (3K + µ) r (6Kµ)−1C

(4)
1 − 2r−3C

(4)
2 − 6r−3αT0

∫ r
R1
ρ2θ (ρ) dρ−

−2r−3
∫ r
R1
ρ2 (pr (ρ) + 2pϕ (ρ)) dρ+ 2r (3K + µ) (3Kµ)−1 ∫ r

R1
ρ−2k (ρ) dρ+

+8 (λ+ µ) (3Kµ)−1 k (r) + 2αT0θ (r) +

+2 (λ+ µ) r−3 (µK)−1 ∫ r
R1
ρ2k (ρ) dρ+ 2pϕ (r)

(23)

Значение постоянных в рассматриваемый момент времени C4
1 и C4

2 вычисляться
посредством выполнения граничных условий (18) и условий непрерывности переме-
щения ur и напряжения σr на продвигающихся поверхностях r = n1 (t) и r = n2 (t).
При этом в каждый расчитываемый момент времени пересчитываются значения по-
стоянных C1

1 , C1
2 , C2

1 , C2
2 , C3

1 , C3
2 и положения n1 и n2 продвигающихся граничных

линий. Таким способом имеем восемь алгебраических уравнений для восьми неизвест-
ных. Далее количество последних будет только расти.
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Не останавливаясь на совершенно подобных дальнейших расчетах, заметим только,
в каждой из последующих возникающих областей течения уравнение равновесия воз-
можно проинтегрировать в любой момент времени и получить конечные зависимости
для деформаций и напряжений от известного (найденного) распределения темпера-
туры. Данную возможность представляет использование кусочно-линейных пласти-
ческих потенциалов. В рассматриваемом случае это условие максимальных приве-
денных напряжений [22] (условие пластичности Ишлинского - Ивлева). Условие пла-
стического течения Треска-Сен-Венана, то есть условие максимальных касательных
напряжений [22], использовалось нами в расчетах неустановившихся температурных
напряжений в [8].

Для дальнейших расчетов необходимы сведения об уровне и распределении оста-
точных деформаций и напряжений. Для них в качестве итога расчетов согласно приве-
денной (рис. 3) схеме эволюции областей пластического течения следуют зависимости

ur (r) = 0.5rC
(i)
1 (t) + r−1C

(i)
2 (t) +

+3K (4 (λ+ µ) r)−1 (∫ r
b ρ
(
p0
r (ρ) + p0

ϕ (ρ)
)
dρ
)

+

+ (λ+ 2µ) (4 (λ+ µ))−1 r
(∫ r
b ρ
−1
(
p0
r (ρ)− p0

ϕ (ρ)
)
dρ
)

σr (r) = 1.5Kµ (λ+ µ)−1 (∫ r
b ρ
−1
(
p0
r (ρ)− p0

ϕ (ρ)
)
dρ
)
− 6µKθ0 (λ+ 2µ)−1

−1.5Kµ (λ+ µ)−1 r−2
(∫ r
b ρ
(
p0
r (ρ) + p0

ϕ (ρ)
)
dρ
)

+

+3µK (λ+ 2µ)−1C
(i)
1 (t)− 2µr−2C

(i)
2 (t)

σϕ (r) = 3µK (λ+ 2µ)−1C
(i)
1 (t) + 2µr−2C

(i)
2 (t) +

+3µK (λ+ µ)−1 pϕ (r)− 6µKθ0 (λ+ 2µ)−1 +

+1.5µK (r (λ+ µ))−1 (r−1
(∫ r
b ρ
(
p0
r (ρ) + p0

ϕ (ρ)
)
dρ
))

+1.5µK (r (λ+ µ))−1 (r (∫ rb ρ−1
(
p0
r (ρ)− p0

ϕ (ρ)
)
dρ
))

(24)

В (24) p0
rи p0

ϕ итоговые распределения остаточных пластических деформаций. Они
снабжены индексом "ноль"с целью подчеркнуть аналогичность их расчетов с преды-
дущими вычислениями. Для охватываемого элемента сборки θ0 = 0 b = R0, для
охватывающего θ0 = θ∗ - задаваемая температура нагрева b = R1.

Характерное распределение остаточных напряжений представлено рис. 4. Конкрет-
ные численные значения остаточных напряжений получены в условиях, когда охва-
тываемая и охватывающая детали сборки изготовлены из одного материала (Ст45).
Геометрия сборки представлена на рис. 4. Термомеханические параметры материа-
ла сборки принимались равными: a = 0.944 · 10−6, α = 11.1 · 10−6, k0=360.0 МПа,
Tp=1400◦C, E=210.0 ГПа, v=0.27, температура первоначального нагрева охватываю-
щего кольца T0 = 700◦C.
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Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в материале сборки

Падение напряжений при вращении Теперь считаем, что сборка
(рис.1)ускоренно вращается вокруг своей оси. Считая изменения угловой скоро-
сти ω = ω (t) медленным, пренебрегаем угловым ускорением. Тогда уравнение
движения (1) сводится [18,19,25] к одному уравнению

σr,r + r−1 (σr − σϕ) = −ρrω2 (25)

Учитывая условия изотермичности процесса деформирования, задаваемого воздей-
ствием центробежных сил инерции, найдем

ur (r, t) = ur (r)− (λ+ 2µ) (32µ)−1 (λ+ µ)−1 ρω2r4

σr (r, t) = σr (r)− (9λ+ 8µ) (16)−1 (λ+ µ)−1 ρω2r3

σϕ (r, t) = σϕ (r)− (3λ+ µ) (8)−1 (λ+ µ)−1 ρω2r3

(26)

В (26) ur (r), σr (r), σϕ (r) - перемещение и напряжения, созданные в ходе опера-
ции посадки. Это зависимости (24), то есть остаточное перемещение и остаточные
напряжения накопленные в материале составного диска до начала его вращения.

Зависимости (26) не являются окончательными, так как в (24) входят неизвестные
постоянные в каждый рассчитываемый момент времени C(i)

1 , C(i)
2 . Для каждого эле-

мента сборки они разные. Окончательно зависимости (26) будут решать задачу только
после определения этих постоянных в текущий момент времени из граничных усло-
вий (18). Более того при высоком нагреве охватывающей детали сборки в условиях
вращения составного диска в нем возможны новые области пластического течения.
В проведенных расчетах, когда T0 = 700◦C и местом сборки диска делиться так, что
R1 −R0 = R2 −R1, пластического течения при вращении не возникало. На рис. 5 по-
казано распределение напряжений по диску в материале в момент обращения в ноль
натяга в сборке.

Расчетное значения угловой скорости при следующем обращении в ноль натяга в
сборке оказалось равной ω = ω∗ = 9.2 · 103 с−1 или n∗ = 5.95 · 104 об/мин.

Следовательно сборка может использоваться в качестве диска, закрепленного на
валу только при умеренном его вращении, когда угловая скорость не превысит поро-
говых своих значений. В случае иных термомеханических свойств материалов состав-
ного диска и иных геометрических размерах такие пороговые значения для угловой
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Рис. 5. Распределение напряжений в момент отрыва внешнего кольца

скорости будут иными и требуют своего перерасчета согласно приведенному алгорит-
му. Когда функциональной обязанностью составного диска оказывается его вращение
вокруг неподвижной оси расчет падения натяга обязан быть осуществлен так, как это
проведено выше.
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AXIAL ROTATION AS A CAUSE OF LOSS OF INTERFERENCE IN A SHRINK
FITTED SPLIT DISC ASSEMBLY

Institute of Machine science and Metallurgy, Komsomolsk - on - Amur, Russia

Abstract. On the example of a composite disk, created by means of a hot-fit operation, the pull-
off strength of such a disk is studied. separation forces as centrifugal forces with relative rotation
of its central axis. It is shown that the created interference fit in the assembly has a pronounced
tendency to decrease. However, for vanishing, sufficiently significant angular velocities of rotation
are required. An example of calculating the near-limit angular velocity, depending on the original
covered part of the assembly, of the thermomechanical properties of the material and the geometric
characteristics of the final structure is given. Such computations in decreasing interference are
essential when operating conditions require the rotation of the composite disc to be accepted as
part of its functionality.
Keywords: elasticity, plasticity, thermal stresses, interference fit, shrink fit, stresses in a rotating
disc.
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Исследование закономерностей упругопластического деформирования и прочности
материалов, их механических свойств при сложном напряженном состоянии и нагру-
жении является важной и актуальной задачей теории пластичности. Проведение экс-
периментальных исследований по сложным траекториям деформирования открывают
возможность оценки достоверности и границ применимости математических моделей
теории пластичности. Результаты экспериментальных исследований деформирования
поликристаллических металлов и сплавов при сложном нагружении и варианты мо-
делей теории пластичности представлены в [1-18] и других работах. Особый инте-
рес представляют криволинейные траектории деформирования, особенно с участка-
ми средней и большой кривизны, содержащие окружности [3, 6, 9, 16-18] или спирали
Архимеда [3, 15].

В данной статье рассмотрена оригинальная криволинейная траектория деформиро-
вания постоянной кривизны, в которой на каждом участке изменяется знак кривизны
и смещается ее центр. Экспериментальное исследование проведено на автоматизиро-
ванном расчетно-экспериментальном комплексе СН-ЭВМ имени А.А. Ильюшина, ре-
ализующем трехпараметрическое воздействие на образец (осевое растяжение-сжатие,
кручение и внутреннее давление). Экспериментальные результаты представлены в
векторном представлении напряжений и деформаций по А.А. Ильюшину [1–3]. Про-
грамма эксперимента реализовывана в девиаторном пространстве деформаций Э1−Э3

(жесткое или кинематическое нагружение) при совместном действии на образцы осе-
вой силы и крутящего момента. Процесс нагружения предполагался монотонным изо-
термическим, а деформации – малыми.

Реализованная траектория деформирования представлена на рисунке 1, она пред-
ставляет собой начинающиеся из начала координат восемь последовательных полу-
окружностей радиуса R =0,25 % и кривизной ±400. Тонкостенный трубчатый образец
подвергался комбинированному растяжению по Э1 от нуля до Э∗1 = 4 % и знакопере-
менному кручению по Э3. Реализованная траектория деформирования по термино-
логии А.А.Ильюшина является гладкой [1], так как в местах перехода ее участков
отсутствуют точки излома, но изменяется знак кривизны.

Рис. 1. Траектория деформирования на плоскости Э1 − Э3

Используемый в опыте тонкостенный трубчатый образец, выполненный из стали 45
в состоянии поставки, имел толщину стенки h = 1 мм, радиус срединной поверхности
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поперечного сечения r = 15, 5 мм и длину рабочей части l = 110 мм. Начальная изо-
тропия материала сталь 45 подтвердилась в базовых опытах при простом пропорци-
ональном нагружении (растяжение, сжатие и кручение). При обработке результатов
экспериментальных данных для определения компонент тензоров деформаций εij и
напряжений σij использовались формулы [3]{

ε11 = ∆l
l , ε22 = ∆r

r , ε12 = rψ
2l , ε13 = ε23 = 0,

ε33 = − (ε11 + ε22) + σ0
K , ε0 = 1

3 (ε11 + ε22 + ε33) ,
(1)

{
σ11 = P

2πrh , σ22 = q rh , σ12 = M
2πr2h

, σ33 ≈ 0, σ13 = σ23 = 0,

σ0 = 1
3 (σ11 + σ22 + σ33) , K = E

3(1−2µ) ,
(2)

где ∆l и ∆r − приращения l и r; ψ − угол поворота поперечного сечения; P − рас-
тягивающая осевая сила; q − внутреннее давление; M − крутящий момент; E −
модуль продольной упругости; µ − коэффициент Пуассона; K − объемный модуль
упругости. При обработке экспериментальных данных принималось условие несжи-
маемости (ε0 = 0), достаточно точное вне упругой области, так как µ достаточно
быстро стремился к значению 0,5. Координаты векторов деформаций и напряжений
формоизменения определялись через компоненты тензоров по формулам

S1 =
√

3
2S11 =

√
3
2 (σ11 − σ0) , S3 =

√
2S12 =

√
2σ12,

Э1 =
√

3
2Э11 =

√
3
2 (ε11 − ε0) , Э3 =

√
2Э12 =

√
2 ε12,

(3)

где σij , εij , Sij , Эij (i, j = 1, 2, 3) – компоненты тензоров и тензоров-девиаторов
напряжений и деформаций соответственно; σ0 = σii/3, ε0 = εii/3 – средние напря-
жение и деформация. Модули векторов напряжений и деформаций, равные модулям
девиаторов напряжений и деформаций определялись по формулам

σ =
√
SijSij =

√
S2

1 + S2
3 , Э =

√
ЭijЭij =

√
Э2

1 + Э2
3. (4)

При обработке результатов экспериментальных данных для определения угла откло-
нения ϑ1 вектора напряжений от касательной к траектории деформирования исполь-
зовалось выражение

cosϑ1 =
1

σ

(
±S1

(Э3 − Э0
3)

R
∓ S3

(Э1 − Э0
1)

R

)
, (5)

где Э0
1, Э0

3 − координаты центра кривизны полуокружности.
Экспериментальные данные представлены на рисунках 2-7. На рис. 2 представлен

отклик в пространстве напряжений S1 − S3. На рис. 3 представлена глобальная диа-
грамма деформирования σ − Э, а на рисунке 4 диаграмма прослеживания процесса
деформирования σ−s, характеризующая векторные свойства материала, где s – дли-
на дуги траектории деформирования. На рис. 5, 6 приведены локальные диаграммы
деформирования растяжения-сжатия по компонентам S1 − Э1 и чистого сдвига по
компонентамS3 − Э3. На рис. 7 представлена диаграмма зависимости ϑ1 − s, харак-
теризующая векторные свойства материала. Цифрами 1–8 на рисунках обозначены
точки начала соответствующих полуокружностей.

Как видно из экспериментальных результатов, графики на рисунках носят колеба-
тельный характер. На рисунках 4 и 5 дополнительно приведены данные эксперимента
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Рис. 2. Отклик по напряжениям на плоскости S1 − S3.

Рис. 3. Диаграмма деформирования σ − Э.

при простом растяжении (красным цветом) в сравнении с реализованной сложной тра-
екторией деформирования. Из рисунка 4 видно, что диаграмма простого растяжения
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Рис. 4. Диаграмма деформирования σ − s.

Рис. 5. Локальная диаграмма деформирования S1 − Э1.

(красный цвет) располагается значительно выше диаграммы при сложном нагруже-
нии (черный цвет). Также хорошо виден колебательный характер зависимости σ − s,
которая не может быть принята за универсальную зависимость σ = Ф(s).

Локальная диаграмма деформирования S1−Э1 (рисунок 5, черный цвет) при срав-
нении с диаграммой при чистом растяжении (красный цвет) расположена ниже и
практически касается ее в экстремальных точках на каждой из полуокружностей.
Локальная диаграмма деформирования S3 − Э3 (рисунок 6) имеет вид, характерный
для диаграмм знакопеременного нагружения-разгружения.
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Рис. 6. Локальная диаграмма деформирования S3 − Э3.

Рис. 7. Диаграмма ϑ1 − s.

Ранее было экспериментально установлено [3, 17, 18], что изменение кривизны тра-
ектории деформирования на диаграмме σ − s дает эффект, равносильный наличию
угла излома траектории с образованием “нырка напряжений”. В данном опыте на-
блюдается похожий эффект. Зависимости на рисунке 4 показывают, что на первой
половине каждого участка (при увеличении Э3 по модулю) значение σ увеличивает-
ся, а на второй половине (при уменьшении Э3 до нуля) значение σ уменьшается. Таким
образом, при смене знака кривизны, величина σ сначала возрастает, а затем плавно
убывает, причем уменьшение величины σ по сравнению с наибольшим значением на
данном участке не превышает 7 %.

Экспериментально установлено [3, 17], что при деформировании по окружным тра-
екториям постоянной кривизны устанавливается стационарный режим деформирова-
ния с практически постоянным значением угла сближения ϑ∗1 ≈ const. Из рисунка
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7 видно, что при смене знака кривизны стационарный режим не устанавливается, а
диаграмма ϑ1−s носит колебательный характер. Начиная со второй полуокружности
угол ϑ1 сначала убывает до нуля, а затем начинает возрастать, причет с ростом s
значение ϑ1 увеличивается. В данном опыте было получено максимальное значение
ϑ1 ≈ 70◦. Поскольку на протяжении всего эксперимента ϑ1 < 90◦, то процесс дефор-
мирования по данной сложной траектории траекториям был активным (без сложной
разгрузки).
Заключение. Представлены экспериментальные данные по сложному упругопла-

стическому деформированию материала сталь 45 по криволинейной траектории де-
формирования постоянной кривизны, в которой на каждом участке изменяется знак
кривизны и смещается ее центр. Исследованы скалярные и векторные свойства мате-
риала стать 45. Установлено, что экспериментальные диаграммы σ− s и ϑ1 − s носят
колебательный характер. При этом, начиная со второго участка на каждом участке
величина σ сначала возрастает, а затем плавно убывает, а величина ϑ1 сначала убы-
вает до нуля, а затем начинает возрастать. Результаты экспериментального исследо-
вания будут полезны при аттестации и верификации существующих математических
моделей теории пластичности и установления границ их применимости.
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF STEEL 45 ALONG SOME SMOOTH
CURVILINEAR STRAIN TRAJECTORY

Tver State Technical University, Tver, Russia

Abstract. The paper presents experimental results of deformation of a thin-walled tubular
specimen along a smooth curvilinear strain trajectory of constant curvature, in which the sign of
curvature changes at each section and its center shifts. Experimental data were obtained on the
automated calculation-experimental complex SN-Computer in the deviator space of deformations
A.A. Ilyushin (rigid loading) with a simultaneous combined action on the specimen of tension-
compression and torsion. Scalar and vector material properties of steel 45 are investigated. It is
shown that experimental diagrams characterizing scalar and vector properties of the material have
oscillatory character.
Keywords: plasticity, complex loading, experimental data, strain trajectory, vector and scalar
material properties.
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Аннотация. Работа посвящена исследованию кручения неоднородных стержней из идеаль-
ного жесткопластического материала, находящихся под действием переменного внешнего дав-
ления линейно меняющегося вдоль образующей стержня. Определены основные соотношения
теории кручения исследуемых стержней. Найдены характеристики основных соотношений и
определены соотношения вдоль характеристик. В работе получены интегралы основных со-
отношений при различных условиях предельного состояния стержня.

Ключевые слова: напряжение, пластичность, неоднородность, кручение, деформация.
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Кручение является одним из распространенных видов деформации тел. Оно до-
вольно часто встречается в инженерной практике. Теории кручения стержней из иде-
ального жесткопластического материала посвящены многочисленные работы, в част-
ности кручение изотропных и анизотропных стержней изложено в [1–3]. Работы [4,5]
и [6, 7] посвящены исследованию кручения неоднородных стержней из идеального
жесткопластического материала. Кручение стержней из упрочняющегося материала
приводит к определенным сложностям. В этом случае, задача не является статически
определимой. Возникают трудности с точной постановкой задачи. Требует совмест-
ного рассмотрения поля напряжений и деформаций. Отдельные случаи в линеаризо-
ванной постановке рассмотрены в работе [8]. В [9] исследовано кручение стержней из
анизотропного жесткопластического материала, находящегося под действием давле-
ния, меняющегося вдоль образующей.
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Рассмотрим неоднородный цилиндрический или призматический стержень из иде-
ального жесткопластического материала. Предположим, что образующие стержня
параллельны оси z. Стержень находится под действием переменного внешнего дав-
ления линейно меняющегося вдоль образующей стержня. Предположим также, что
стержень закручивается вокруг своей оси. При этом боковая поверхность стержня
свободна от нагрузок.

Напряженное состояние в стержне характеризуется следующими значениями ком-
понент напряжения:

σx = σy = σz = −λz + µ (λ, µ− const)
τxy = 0, τxz = τxz (x, y) , τyz = τyz (x, y) ,

(1)

определяется из уравнения равновесия
∂τxz
∂x

+
∂τyz
∂y

= λ (2)

и условия пластичности
f (τxz, τyz, x, y) = 0. (3)

Деформированное состояние в стержне характеризуется следующими компонентами
скоростей деформаций

εx = εy = εz = εxy = 0 (4)
и определяется из соотношения ассоциированного закона пластического течения

εxz
∂f
∂τxz

=
εyz
∂f
∂τyz

(5)

где εij – компоненты скоростей деформаций.
На контуре поперечного сечения стержня имеет место равенство

dy

dx
=
τyz
τxz

, (6)

Из (6) следует, что вектор ~τ = (τxz, τyz) касательного напряжения на контуре попе-
речного сечения направлен по касательной к ней.

Дифференцируя соотношение (3) по переменной x, имеем
∂f

∂τxz

∂τxz
∂x

+
∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂x
= 0. (7)

Согласно (7) из уравнения равновесия (2) получим

− ∂f

∂τyz

∂τyz
∂x

+
∂f

∂τxz

∂τyz
∂y

=
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz
. (8)

Из (8) следует
dx

− ∂f
∂τyz

=
dy
∂f
∂τxz

=
dτyz

∂f
∂x + λ ∂f

∂τxz

(9)

Из соотношений (9) имеем уравнение характеристик
∂f

∂τxz
dx+

∂f

∂τyz
dy = 0 (10)

и соотношения вдоль характеристик
∂f

∂τyz
dτyz +

(
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz

)
dx = 0,

∂f

∂τxz
dτyz −

(
∂f

∂x
+ λ

∂f

∂τxz

)
dy = 0. (11)
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Аналогично, дифференцируя соотношение (3) по переменной yи поставляя полу-
ченное в уравнение равновесия (2), имеем

∂f

∂τyz

∂τxz
∂x
− ∂f

∂τxz

∂τxz
∂y

=
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz
. (12)

dx
∂f
∂τyz

=
dy

− ∂f
∂τxz

=
dτxz

∂f
∂y + λ ∂f

∂τyz

(13)

Из соотношений (13) следует, что вдоль характеристик (10) справедливы соотношения

∂f

∂τyz
dτxz −

(
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz

)
dx = 0,

∂f

∂τxz
dτxz +

(
∂f

∂y
+ λ

∂f

∂τyz

)
dy = 0. (14)

Соотношения (10), (11) и (14), в общем случае, проинтегрированы могут быть только
численно. Для некоторых случаев условия пластичности (3) можно получить инте-
гралы этих уравнений.

(1) Рассмотрим случай, когда условие пластичности (3) не зависит от x и y:
f (τxz, τyz) = 0. (15)

Согласно (11) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения

τyz = λy + c11, τxz = c12 (y) , (16)

где c11 = const, f (c12 (y) , λy + c11) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

x =

∫
b11(y)

a11(y)
dy + c1 (17)

где a11 (y) = ∂f
∂τxz

(c12 (y) , λy + c11) , b11 (y) = ∂f
∂τyz

(c12 (y) , λy + c11) , c1 = const

Согласно (14) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения

τxz = λx+ c13, τyz = c14 (x) , (18)

где c13 = const, f (λx+ c13, c14 (x)) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

y =

∫
a12(x)

b12(x)
dx+ c2 (19)

где a12 (x) = ∂f
∂τxz

(λx+ c13, c14 (x)) , b12 (x) = ∂f
∂τyz

(λx+ c13, c14 (x)) , c2 = const

(1) В случае, когда условие текучести (3) не зависит от x
f (τxz, τyz, y) = 0, (20)

соотношения вдоль характеристик (10), имеют вид

τyz = λy + c21, τxz = c22 (y) , (21)

где c21 = const, f (c22 (y) , λy + c21, y) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

x =

∫
b21(y)

a21(y)
dy + c3 (22)

где a21 (y) = ∂f
∂τxz

(c22 (y) , λy + c21, y) , b21 (y) = ∂f
∂τyz

(c22 (y) , λy + c21, y) , c3 = const
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Согласно (14) вдоль характеристик (10), в этом случае, имеют место соотношения

τxz = λx+ c23, τyz = c24 (x) , (23)

где c13 = const, f (λx+ c13, c14 (x)) = 0.
Аналогично, когда условие текучести (3) не зависит от y

f (τxz, τyz, x) = 0, (24)

соотношения вдоль характеристик (10), примут вид

τxz = λx+ c23, τxz = c24 (x) , (25)

где c23 = const, f ( λx+ c24, c24 (x) , x) = 0.
Уравнение характеристик (10) примет вид

y =

∫
a22(x)

b22(x)
dx+ c4 (26)

где a22 (x) = ∂f
∂τxz

(c24 (x) , λx+ c23, x) , b22 (x) = ∂f
∂τyz

(c24 (x) , λx+ c23, x) , c4 = const.
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Задачи определения статически определимого состояния тел в случае отрыва рас-
сматривались в работах [1–3], в работах [4, 5] было получено решение для простран-
ственной задачи определения предельного состояния при отрыве, в случае зависи-
мости функции отрыва от направлений осей главных напряжений и среднего напря-
жения. Полученные в работе [4] соотношения использовались в работах [6–10], для
решения ряда задач определения состояния тел с учетом сопротивления отрыву. В
данной работе приводится решение задачи определения статически определимого со-
стояния тела при отрыве в случае общей плоской задачи. Общее плоское напряжённое
состояние описывается тремя семействами характеристик. При этом p – функция от-
рыва, характеризующая свойства материала.
1. Предельное состояние для первого условия отрыва
Для первого случая отрыва будет справедливо выражение

σ1 = σ2 = p, σ3 < p. (1)

Запишем выражения для компонент напряжения

σx = p+ 3 (σ − p)n2
1, τxy = 3 (σ − p)n1n2,

σy = p+ 3 (σ − p)n2
2, τyz = 3 (σ − p)n2n3,

σz = p+ 3 (σ − p)n2
3, τxz = 3 (σ − p)n1n3,

σ = 1
3 (σx + σy + σz) .

(2)

Для направляющих косинусов третьего главного напряжения будет справедливо
выражение

n2
1 + n2

2 + n2
3 = 1,

где n1 = cosα, n2 = cosβ, n3 = cos γ – направляющие косинусы.
Примем

cosϕ =
cosα

sin γ
, sinϕ =

cosβ

sin γ
,

тогда

n1 = sin γ cosϕ, n2 = sin γ sinϕ, n3 = cos γ. (3)
Из (2) с учетом (3) получим

σx = p+ 3 (σ − p) sin2γcos2ϕ, τxy = 3 (σ − p) sin2γ cosϕ sinϕ,
σy = p+ 3 (σ − p) sin2γsin2ϕ, τyz = 3 (σ − p) sin γ cos γ sinϕ,
σz = p+ 3 (σ − p) cos2γ, τxz = 3 (σ − p) sin γ cos γ cosϕ.

(4)

Функцию отрыва будем считать функцией вида

p = p (σ, ϕ, γ) . (5)
Примем, что компоненты напряжения (4) не зависят от координаты z и определя-

ются значениями
σ = σ (x, y) , γ = γ (x, y) , ϕ = ϕ (x, y) . (6)

С учетом (6) уравнения равновесия запишем в виде
∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

= 0,
∂τzx
∂x

+
∂τyz
∂y

= 0. (7)

Из (4) и (7) с учетом (5), (6) имеем
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[
∂p
∂σ + 3

(
1− ∂p

∂σ

)
sin2γcos2ϕ

]
∂σ
∂x +

[
3
2

(
1− ∂p

∂σ

)
sin2γ sin 2ϕ

]
∂σ
∂y+

+
[
∂p
∂ϕ − 3 ∂p∂ϕsin2γcos2ϕ− 3 (σ − p) sin2γ sin 2ϕ

]
∂ϕ
∂x+

+
[
−3

2
∂p
∂ϕsin2γ sin 2ϕ+ 3 (σ − p) sin2γ cos 2ϕ

]
∂ϕ
∂y+

+
[
∂p
∂γ − 3 ∂p∂γ sin2γcos2ϕ+ 3 (σ − p) sin 2γcos2ϕ

]
∂γ
∂x+

+
[
−3

2
∂p
∂γ sin2γ sin 2ϕ+ 3

2 (σ − p) sin 2γ sin 2ϕ
]
∂γ
∂y = 0,[

3
2

(
1− ∂p

∂σ

)
sin2γ sin 2ϕ

]
∂σ
∂x +

[
∂p
∂σ + 3

(
1− ∂p

∂σ

)
sin2γsin2ϕ

]
∂σ
∂y+

+
[
−3

2
∂p
∂ϕsin2γ sin 2ϕ+ 3 (σ − p) sin2γ cos 2ϕ

]
∂ϕ
∂x+

+
[
∂p
∂ϕ − 3 ∂p∂ϕsin2γsin2ϕ+ 3 (σ − p) sin2γ sin 2ϕ

]
∂ϕ
∂y+

+
[
−3

2
∂p
∂γ sin2γ sin 2ϕ+ 3

2 (σ − p) sin 2γ sin 2ϕ
]
∂γ
∂x+

+
[
∂p
∂γ − 3 ∂p∂γ sin2γsin2ϕ+ 3 (σ − p) sin 2γsin2ϕ

]
∂γ
∂y = 0,[

3
2

(
1− ∂p

∂σ

)
sin 2γ cosϕ

]
∂σ
∂x +

[
3
2

(
1− ∂p

∂σ

)
sin 2γ sinϕ

]
∂σ
∂y+

+
[
−3

2
∂p
∂ϕ sin 2γ cosϕ− 3

2 (σ − p) sin 2γ sinϕ
]
∂ϕ
∂x+

+
[
−3

2
∂p
∂ϕ sin 2γ sinϕ+ 3

2 (σ − p) sin 2γ cosϕ
]
∂ϕ
∂y+

+
[
−3

2
∂p
∂γ sin 2γ cosϕ+ 3 (σ − p) cos 2γ cosϕ

]
∂γ
∂x+

+
[
−3

2
∂p
∂γ sin 2γ sinϕ+ 3 (σ − p) cos 2γ sinϕ

]
∂γ
∂y = 0.

(8)

Для определения соотношений вдоль характеристик дополним систему уравнений
(8) соотношениями

∂σ

∂x
dx+

∂σ

∂y
dy = dσ,

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy = dϕ,

∂γ

∂x
dx+

∂γ

∂y
dy = dγ. (9)

Решение системы уравнений (8), (9) будем искать относительно компонент

∂σ

∂x
,
∂σ

∂y
,
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂γ

∂x
,
∂γ

∂y
.

Будут справедливы выражения

∂σ

∂x
=

∆1

∆
,

∂σ

∂y
=

∆2

∆
,

∂ϕ

∂x
=

∆3

∆
,
∂ϕ

∂y
=

∆4

∆
,

∂γ

∂x
=

∆5

∆
,

∂γ

∂y
=

∆6

∆
, (10)

где ∆, ∆i, i = 1, 2, ..., 6 определяются по правилу Крамера. Уравнения характеристик
и соотношений вдоль них определим из условий

∆ = ∆i = 0. (11)

Согласно (8), (9), (11), уравнения характеристик получим из кубического уравнения
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(dy)3
[
3absin2γcos3ϕ− ∂p

∂σ b
(
cos 2ϕ cos 2γ + 2sin2ϕcos2γ

)
cosϕ−

− ∂p
∂ϕcos2ϕ sinϕ+ 1

2
∂p
∂γ sin 2γcos3ϕ

]
− dxdy2

[
9absin2γcos2ϕ sinϕ

− ∂p
∂σ b

(
cos 2ϕ cos 2γ + 2cos2γsin2ϕ

)
sinϕ+ ∂p

∂ϕ cosϕ
(
cos2ϕ− 2sin2ϕ

)
+

+ 3
2
∂p
∂γ sin 2γcos2ϕ sinϕ

]
+ (dx)2dy

[
9absin2γsin2ϕ cosϕ

− ∂p
∂σ b

(
2cos2γcos2ϕ− cos 2ϕ cos 2γ

)
cosϕ− ∂p

∂ϕ sinϕ
(
sin2ϕ− 2cos2ϕ

)
+

+ 3
2
∂p
∂γ sin2ϕ sin 2γ cosϕ

]
− (dx)3 [3absin2γsin3ϕ

− ∂p
∂σ b sinϕ

(
sin2ϕ cos 2γ + sin2γcos2ϕ

)
+ ∂p

∂ϕsin2ϕ cosϕ+

+1
2
∂p
∂γ sin 2γsin3ϕ

]
= 0,

(12)

где a = 1 − ∂p
∂σ , b = σ − p. Соотношения вдоль характеристик (12) определим из

условия ∆5 = 0.(
dy

dx

)2

[−Adσ +B (dγ + dϕ)] +

(
dy

dx

)
[Cdσ −Ddγ − Edϕ] + Fdγ = 0, (13)

где

A = −3
2

(
∂p
∂σ

∂p
∂ϕ cosϕ+ b

(
∂p
∂σ

)2
sinϕ

)
sin 2γ,

B = 3
2

(
∂p
∂σ

∂p
∂ϕb sinϕ+

(
∂p
∂ϕ

)2
cosϕ+ 3b2 ∂p∂σ sin2γ cosϕ

)
sin 2γ,

C = 3
2

(
− ∂p
∂σ

∂p
∂ϕ sinϕ+ b

(
∂p
∂σ

)2
cosϕ

)
sin 2γ,

D = −9
2b

∂p
∂γ sin2γ sin 2γsin2ϕ cosϕ− 3

2b
∂p
∂σ

(
∂p
∂γ + ∂p

∂ϕ

)
sin 2γ cosϕ+

+3
2

(
∂p
∂ϕ

)2
sinϕ sin 2γ + 3b ∂p∂ϕ sinϕ cos 2γ + 9b ∂p∂ϕsin2γsin3ϕ+

+9b2 ∂p∂σ sin2γ sinϕ
(
sin 2ϕ+ 1

2 sin 2γ
)
− 27ab2sin4γsin2ϕ cosϕ,

E = 3
2

(
−b ∂p∂σ

∂p
∂ϕ cosϕ+

(
∂p
∂ϕ

)2
sinϕ+ 3b2 ∂p∂σ sin2γ sinϕ

)
sin 2γ,

F = −9
(

1
2b

∂p
∂γ sin 2γ sinϕ+ b ∂p∂ϕsin2ϕ cosϕ+

+b2 ∂p
∂σ sinϕ

(
sin2ϕ cos 2γ + sin2γcos2ϕ

)
+ 3ab2sin2γsin3ϕ

)
sin2γ.

2. Предельное состояние для второго условия отрыва
Второе условие отрыва запишем в виде

σ3 = p, σ1 = σ2 < σ3. (14)

Выражения для компонент напряжения примем в виде

σx = 3σ−p
2 + 3(p−σ)

2 sin2γcos2ϕ, τxy = 3(p−σ)
4 sin2γ sin 2ϕ,

σy = 3σ−p
2 + 3(p−σ)

2 sin2γsin2ϕ, τyz = 3(p−σ)
4 sin 2γ sinϕ,

σz = 3σ−p
2 + 3(p−σ)

2 cos2γ, τxz = 3(p−σ)
4 sin 2γ cosϕ.

(15)

Из (7) и (15) с учетом (5), (6) имеем
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[
1
2

(
3− ∂p

∂σ

)
+ 3

2

(
∂p
∂σ − 1

)
sin2γcos2ϕ

]
∂σ
∂x + 3

4

(
∂p
∂σ − 1

)
×

×sin2γ sin 2ϕ∂σ∂y +
[
−1

2
∂p
∂ϕ + 3

2
∂p
∂ϕsin2γcos2ϕ−

− 3
2 (p− σ) sin2γ sin 2ϕ

] ∂ϕ
∂x +

[
3
4
∂p
∂ϕsin2γ sin 2ϕ+

+ 3
2 (p− σ) sin2γ cos 2ϕ

] ∂ϕ
∂y +

[
−1

2
∂p
∂γ + 3

2
∂p
∂γ sin2γcos2ϕ+

+ 3
2 (p− σ) sin 2γcos2ϕ

] ∂γ
∂x +

[
3
4
∂p
∂γ sin2γ sin 2ϕ+

+ 3
4 (p− σ) sin 2γ sin 2ϕ

] ∂γ
∂y = 0,[

3
4

(
∂p
∂σ − 1

)
sin2γ sin 2ϕ

]
∂σ
∂x+

+
[

1
2

(
3− ∂p

∂σ

)
+ 3

2

(
∂p
∂σ − 1

)
sin2γsin2ϕ

]
∂σ
∂y+

+
[

3
4
∂p
∂ϕsin2γ sin 2ϕ+ 3

2 (p− σ) sin2γ cos 2ϕ
]
∂ϕ
∂x+

+
[
−1

2
∂p
∂ϕ + 3

2
∂p
∂ϕsin2γsin2ϕ+ 3

2 (p− σ) sin2γ sin 2ϕ
]
∂ϕ
∂y+

+
[

3
4
∂p
∂γ sin2γ sin 2ϕ+ 3

4 (p− σ) sin 2ϕ sin 2γ
]
∂γ
∂x+

+
[
−1

2
∂p
∂γ + 3

2
∂p
∂γ sin2γsin2ϕ+ 3

2 (p− σ) sin2ϕ sin 2γ
]
∂γ
∂y = 0,[

3
4

(
∂p
∂σ − 1

)
sin 2γ cosϕ

]
∂σ
∂x +

[
3
4

(
∂p
∂σ − 1

)
sin 2γ sinϕ

]
∂σ
∂y+

+
[

3
4
∂p
∂ϕ sin 2γ cosϕ− 3

4 (p− σ) sin 2γ sinϕ
]
∂ϕ
∂x+

+
[

3
4
∂p
∂ϕ sin 2γ sinϕ+ 3

4 (p− σ) sin 2γ cosϕ
]
∂ϕ
∂y+

+
[

3
2 (p− σ) cos 2γ cosϕ+ 3

4
∂p
∂γ sin 2γ cosϕ

]
∂γ
∂x+

+
[

3
4
∂p
∂γ sin 2γ sinϕ+ 3

2 (p− σ) cos 2γ sinϕ
]
∂γ
∂y = 0.

(16)

Уравнения характеристик, согласно (9), (11), (16) найдем из уравнения

(cosϕdy − sinϕdx)
{
Ā(dy)2 + B̄dxdy + C̄ (dx)2

}
= 0, (17)

где

Ā = −1
6

(
∂p
∂σ + 3

)
bsin2γcos2ϕ− 1

6b
(
∂p
∂σ − 3

)
+ 1

3
∂p
∂ϕ sinϕ cosϕ−

−1
3
∂p
∂γ sin γ cos γcos2ϕ,

B̄ = 1
3
∂p
∂ϕ cos 2ϕ+ 1

6
∂p
∂γ sin 2γ sin 2ϕ+ 1

3

(
∂p
∂σ + 3

)
bsin2γ sinϕ cosϕ,

C̄ = −1
3
∂p
∂γ sin γ cos γsin2ϕ− 1

3
∂p
∂ϕ sinϕ cosϕ− 1

6b
(
∂p
∂σ − 3

)
−

−1
6

(
∂p
∂σ + 3

)
bsin2γsin2ϕ.

Уравнения характеристик, согласно (11) (17) запишутся в виде(
dy
dx

)
1

= tgϕ,(
dy
dx

)
2,3

= −B̄±
√
D̄

2Ā
,

(18)

где

D̄ =
(
∂p
∂ϕ

)2
− b2

((
∂p
∂σ

)2
− 9

)
sin2γ − b2

(
∂p
∂σ − 3

)2
− b ∂p∂γ

(
∂p
∂σ − 3

)
sin 2γ.
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Соотношения вдоль характеристик (18) определим из условия .(
dy

dx

)2

[−Adσ +B (dγ + dϕ)] +

(
dy

dx

)
[Cdσ −Ddγ − Edϕ] + Fdγ = 0, (19)

где

A = 3
16 sin 2γ

[
b
(
∂p
∂σ − 3

)2
sinϕ− 2 ∂p∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
cosϕ

]
,

B = 3
16 sin 2γ

[
b2
(
∂p
∂σ − 3

)
sin2γ cosϕ+ 2

(
∂p
∂ϕ

)2
cosϕ− ∂p

∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
sinϕ

]
,

C = − 3
16 sin 2γ

[
b
(
∂p
∂σ − 3

)2
cosϕ− 2 ∂p∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
sinϕ

]
,

D = −9
8b

2
(
∂p
∂σ + 3

)
sin4γsin2ϕ cosϕ− 3

8b
∂p
∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
cos 2γ sinϕ+

+9
8b

∂p
∂ϕ

(
a+ 2sin2ϕ

)
sin2γ sinϕ− 27

64b
∂p
∂γ sin 2γ

[
3
8sin2γsin2ϕ cosϕ+

+8asin4γsin4ϕ cosϕ− 4
9

(
∂p
∂σ − 3

)
cosϕ

]
−

− 3
16 sin 2γ

[
b2
(
∂p
∂σ − 3

)
sin2γ sinϕ− 2

(
∂p
∂ϕ

)2
sinϕ− ∂p

∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
cosϕ

]
,

E = − 3
16 sin 2γ

[
b2
(
∂p
∂σ − 3

)
sin2γ sinϕ− 2

(
∂p
∂ϕ

)2
sinϕ− ∂p

∂ϕ

(
∂p
∂σ − 3

)
cosϕ

]
,

F = −9
8bsin

2γ sinϕ
[
∂p
∂ϕ sin 2ϕ+ b

(
∂p
∂σ − 3

) (
2cos2ϕcos2γ − cos 2ϕ cos 2γ

)
+

+ ∂p
∂γ sin 2γsin2ϕ− 3absin2γsin2ϕ

]
.

3. Обсуждение
Для первого случая отрыва из (12) при p = const получим

(dy)3 − 3 tgϕ(dy)2dx+ 3 tg2 ϕdy(dx)2 − tg 3ϕ(dx)3 = 0, (20)

тогда уравнение характеристик запишутся в виде(
dy

dx

)
1,2,3

= tgϕ. (21)

В случае p = const выражение (13) может быть записано в виде

dγ (cosϕdy − sinϕdx) = 0. (22)

Из уравнения характеристик для первого условия отрывы (21) при p = const, по-
лучим

y − x tgϕ = const. (23)

Очевидно, что при p = const, согласно (5) будет справедливо ϕ = const. Анализируя
выражение (22) можно получить тривиальное решение γ = const. Согласно (23), в
качестве характеристических поверхностей выступают плоскости, чьи проекции на
плоскость Oxy образуют прямые. Для прямых возможны два случая, в первом случае
будет неизменна величина угла наклона ϕ первого главного напряжения σ1 к оси Ox,
во втором случае неизменным будет угол наклона третьего главного напряжения σ3 к
оси Oz. Если принять, что функция отрыва p зависит только от среднего напряжения
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p = p(σ), тогда из (12) получим
(
dy
dx

)
1

= tgϕ. Два других решения определяются из
уравнения

3asin2γ(dy cosϕ− dx sinϕ)2−
− ∂p
∂σ

[(
cos2γ − sin2γ cos 2ϕ

)
(dy)2 +

(
cos2ϕ+ sin2ϕ cos 2γ

)
(dx)2

]
= 0.

В случае, если функция отрыва не зависит от среднего напряжения и находится в
зависимости от направления, p = p (ϕ, γ), с учетом ∂p

∂σ = 0 из (12) получим

(
dy

dx

)
1,2

= tgϕ,

(
dy

dx

)
3

=
3 (σ − p) tgϕsin2γ + 1

2
∂p
∂γ sin 2γ tgϕ+ ∂p

∂ϕ

3 (σ − p) sin2γ + 1
2
∂p
∂γ sin 2γ − ∂p

∂ϕ tgϕ
.

Для второго случая отрыва, при p = const из (18) следует(
dy
dx

)
1

= tgϕ,(
dy
dx

)
2,3

=
sin2γ sinϕ cosϕ±

√
sin2γ−1

sin2γcos2ϕ−1
.

(24)

Из (24) при условии sin2γ = 1 получим выражения для характеристических по-
верхностей (

dy

dx

)
2,3

= − ctgϕ. (25)

Учитывая выражение
(
dy
dx

)
1

= tgϕ, при p = const уравнение (19) запишем в виде

cos γdσ − b sin γcos2ϕdγ = 0. (26)

При sin2γ = 1, cos γ = 0 из уравнения (26) следует γ = const.
Заключение
В работе были определены выражения для определения предельного состояния об-

щей плоской задачи при условии зависимости функции отрыва от среднего давления σ
и направления осей напряжения. На основании полученных общих соотношений были
рассмотрены частные случаи, зависимости функции отрыва только от среднего гид-
ростатического давления: только от направления главных осей тензора напряжений
и случай p = const. Варьируя данными параметрами, можно задавать разные анизо-
тропные свойства материала. Таким образом, в работе получены общие соотношения
для статически определимых плоских задач предельного состояния при отрыве для
анизотропных сред.
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Abstract. The work is devoted to the solution of the general plane problem related to the
determination of the limiting state of bodies during separation. The equations defining the
conditions for the limiting state are taken as functions that depend on the average pressure and
directions of separation. As a result of calculations, the characteristic equations were determined
for two cases: when the limiting values of separation by two main stresses are reached and when the
limiting value of separation by one main stress is reached. For the two considered cases, equations
of characteristics and relations along them were obtained.
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Аннотация. В статье обсуждаются проблемы постановка краевых задач при моделирова-
нии процессов аддитивного производства 3D материала, при учете наличия в нем допол-
нительных выделенных направлений (выкладки волокон в тканых материалах, арматуры в
бетонных конструкциях, биоволокон в мышечной ткани и т.д.). Выводится общая форма тен-
зорного соотношения на поверхности наращивания, при учете дополнительного выделенно-
го направления. Определяется необходимая система независимых аргументов определяющей
тензорной функции на поверхности наращивания в рассматриваемом случае. Определяется
полный набор совместных рациональных инвариантов тензора напряжений и характерных
директоров. Дается инвариантно–полная формулировка определяющих соотношений на по-
верхности наращивания. Предложены постановки краевых задач, моделирующих процессы
синтеза тканых 3D материалов. Полученные дифференциальные ограничения конкретизиру-
ются для ортогональных систем координат, учитывающих геометрию процесса наращивания.

Ключевые слова: определяющая тензорная функция, псевдотензор, поверхность наращи-
вания, тканый 3D-материал, микрополярная среда, рациональный инвариант

DOI: 10.37972/chgpu.2021.49.3.009

УДК: 539.374

Вводные замечания. Современные методы проектирования и изготовления
изделий и конструкций сложной формы основаны на различных технологических

© Ковалев В. А., МурашкинЕ.В. 2021
Ковалев Владимир Александрович
e-mail: vlad_koval@mail.ru, доктор физико-математических наук, профессор, Московский
городской университет управления Правительства Москвы, г. Москва, Россия.
Мурашкин Евгений Валерьевич
e-mail: murashkin@ipmnet.ru, кандидат физико-математических наук, старший научный со-
трудник, Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, г.Москва, Россия.

Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госрегистрации АААА-А20-
120011690132-4) и при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований про-
екты № 19-51-60001, № 20-01-00666.

Поступила 20.02.2021
56



О ПОСТАНОВКЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ ... 57

процессах обработки материалов (ламинирование, фотополимеризация, стереолито-
графия, намотка, наплавка, замораживание, абляция, сегментация, фронтальное и
послойное отверждение). [1]. Эти производственные процессы аддитивных техноло-
гий связаны с синтезом изделий путем последовательного добавления материала на
поверхность произвольной (часто ненормальной) формы. При этом следует отметить,
что рассматриваемые ростовые процессы не включают процессы так называемого
объемного роста. [2, 3]: образование твердого компонента в процессе химической ре-
акции, рост биологических тканей, костей, естественные образования фруктов [4]. В
то же время процедура выбора адекватных граничных условий на поверхности на-
ращивания является актуальной фундаментальной проблемой современной механики
сплошных сред и прикладной математики. Граничные условия играют важную роль
в математических моделях растущих твердых тел. Кроме того, трехмерные материа-
лы, используемые в аддитивном производстве, а также конечные продукты, обладают
микроструктурными особенностями и механическими свойствами, которые лучше все-
го описываются асимметричными теориями механики сплошных сред. Следовательно,
для разработки математических моделей таких технологических процессов обработки
3D-материалов и изготовления 3D-изделий необходимо использовать механику роста
твердого тела и формализм неравновесной термодинамики в сочетании с подходами
асимметричных теорий.

Относительные тензоры естественным образом возникают в математических мо-
делях микрополярного материала. В частности, это: вектор микровращения, тензор
кривизны, вектор и тензор напряжений пар, микроинерция, пары тел. Литератур-
ный поиск показывает, что применение относительных тензоров в теориях механики
сплошных сред не имеет широкого распространения, несмотря на глубокие матема-
тические исследования (алгебра, теория инвариантов и дифференцирование относи-
тельных тензоров). [5–13].

Решение прикладной задачи механики роста твердого тела иногда является слож-
ной и трудоемкой процедурой. [14,15]. Существенной особенностью постановки крае-
вых задач в рамках механики роста является постановка граничных условий на гра-
нице раздела между исходным материалом и добавляемой частью. [16].

1. Условия на поверхности наращивания в материалах с характерны-
ми выделенными направлениями. На протяжении всей статьи будем применять
описание в эйлеровых координатах. Терминология и обозначения в основном соответ-
ствуют аналогичным в работах [17–20]. Определим распространяющуюся поверхность
наращивания Σ в трехмерном евклидовом пространстве неявным уравнением

t = τ
∗
(xi). (1)

На элемент поверхности наращивания dS с вектором единичной нормали ni дей-

ствуют векторы поверхностных сил t и моментов
[−1]
m (см. рис. 1), выселяющихся через

компоненты тензора актуальных силовых σ и моментных
[−1]
µ напряжений согласно

формулам

t = n · σ,
[−1]
m = n ·

[−1]
µ . (2)
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Рис. 1. Caption

Тогда единичный вектор нормали ni на наращиваемой поверхности Σ направлен-
ный в сторону ее распространения, связан с пространственным градиентом (1)

ni = c ∂iτ∗
, c = |∇τ

∗
|−1 (t = τ

∗
), (3)

где c — линейная скорость распространения поверхности наращивания в нормальном
направлении nk.

Ранее в работах подробно обсуждался вывод краевых условий на поверхности на-
ращивания (см., Например, [17–19]). Приведем здесь лишь окончательные формулы
для актуальных компонент тензора силовых напряжений σij

σij =

t∫
τ
∗
+0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′ + Sji + σ

∗
ij(xs), (4)

Sij =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·σ
ij(xs, t′)]dt′, (5)

c[∇jσ∗
ji(xs) +∇jSji +X

∗
i(xs)]− nj∂·σji(xs, t) = 0 (t = τ

∗
+ 0). (6)

и для компонент тензора моментных напряжений

[−1]
µ i·
·k =

t∫
τ
∗
+0

[∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t′)]dt′ +

[−1]

M i·
·k +

[−1]
µ
∗
i·
·k (xs), (7)

[−1]

M i·
·k =

τ
∗
+0∫

τ
∗
−0

[∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t′)]dt′, (8)

c[∇i
[−1]
µ
∗
i·
·k (xs) +∇i

[−1]

M i·
·k − 2

[−1]
τ
∗ k

+
[−1]

Y
∗ k

]− ni∂·
[−1]
µ i·
·k (xs, t) = 0 (t = τ

∗
+ 0). (9)
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Рис. 2. Геометрическая визуализация векторов действующих на плоский касательный элемент
T к поверхности наращивания Σ.

В приведенных выше уравнениях (4)–(9) введены следующие обозначения: Sji —
интеграл, связанный со скачком напряжений, σ

∗
ij(xs) = σij(xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 — компо-

ненты тензора напряжений, соответственно, вычисленные в момент t = τ
∗
(xs)− 0 пря-

мо перед включением элемента в основное твердое тело, X
∗
i(xs) = Xi(xs, t)

∣∣
t=τ
∗
(xs)+0

.

Момент t = τ
∗
(xs) + 0 соответствует моменту сразу после прикрепления элемента к

поверхности наращивания,
[−1]

M i·
·k — интеграл, связанный со скачком моментных напря-

жений,
[−1]
µ
∗
i·
·k (xs) =

[−1]
µ i·
·k (xs, t)|t=τ

∗
(xs)−0 компоненты тензора моментных напряжений,

вычисленные во время t = τ
∗
(xs)− 0.

2. Тензорные функции связи актуальных силовых и моментных напря-
жений с напряжениями в наращиваемом элементе с учетом выделенного
направления. В процессах производства тканых материалов можно выделить хара-
терные направления на поверхности наращивания. Обозначим направляющий вектор
такого направления ı (см. рис. 2), где черный круг означает момент создания наращи-
ваемого элемента. В этом случае тензорные функции связи силовых σ

∗
ij и моментных

напряжений
[−1]
µ
∗
i·
·k с актуальными напряжения и моментами на поверхности наращи-

вания можно принять в форме

σ
∗
ij = Fij(σij ,

[−1]
µ i·
·j , nj , ıj , . . .),

[−1]
µ
∗
i·
·j =

[−1]

Z i·
·j (σij ,

[−1]
µ i·
·j , nj , ıj , . . .), (10)

и если возможно обратно

σ
∗
ij = Kij(σ

∗
ij ,

[−1]
µ
∗
i·
·j , nj , ıj , . . .),

[−1]
µ
∗
i·
·j =

[−1]

M i·
·j (σij ,

[−1]
µ i·
·j , nj , ıj , . . .), (11)
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σ
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“Черный ящик”

Z(σ,
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µ
∗

[−1]
µ

Рис. 3. Идея физического принципа “Черного ящика” в механике наращиваемых тел.

Соотношения (10) и (11) необходимо уточнить путем экспериментального определе-

ния функций Fij ,
[−1]

Z i·
·k , Kij и

[−1]

M i·
·k . Схематически процесс определения необходимых па-

раметров процесса наращивания изображен на рис. 3. В этом случае под “черным ящи-
ком” понимаются возможные изменения параметров напряженно деформированного
состояния материала во временном промежутке от момента создания наращиваемого
элемента до момента его присоединения к основному телу, т.е. во временном интервале
τ
∗
−0 ≤ t ≤ τ

∗
+0. “Черный ящик” может быть связан с различными физическими явле-

ниями. В частности, тензорные функции Fij ,
[−1]

Z i·
·k , Kij и

[−1]

M i·
·k при производстве тканых

материалов могут зависеть от подвижных выделенных направлений, связанных с рас-
пространяющейся поверхностью наращивания. Физический смысл дополнительных
направляющих может быть связан с характерными направлениями укладки волокон
в тканых композитных материалах, направлениях армирования более жесткими во-
локнами, направлениями наматывания нитей в бобину и т. д. Важное ограничение,

накладываемое на тензорные функции Fij ,
[−1]

Z i·
·k , Kij и

[−1]

M i·
·k , которое следует принять

— является инвариантность их аргументов относительно поворотов подвижной систе-
мы координат вокруг единичного вектора нормали nj к поверхности наращивания. В

этом случае необходимо выбрать систему совместных инвариантов тензорных σij ,
[−1]
µ i·
·j

и векторных nj , ıj величин, удовлетворяющих условию ротационной инвариантности
относительно вектора nj .

3. Способы построения систем совместных алгебраических относитель-
ных инвариантов тензора второго ранга и вектора. Как видно из обсуждения
в предыдущем разделе, для дальнейшей конкретизации определяющих тензорных
функций на поверхности наращивания необходимо определить систему совместных

инвариантов тензорных σij ,
[−1]
µ i·
·j и векторных nj , ıj . В дальнейшем разумно учесть,

что единичный вектор нормали ni и касательный к поверхности наращивания век-
тор ıj определяют ее локальную. Введем специальную ортонормированную систему
координат, с базисными векторами: единичным вектором нормали ni касательным
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вектором ıj и вектором в касательной плоскости к поверхности наращивания, кото-
рый можно определить через векторы ni и ıj согласно правилу

τ = n× ı. (12)

В этом случае система трех взаимно-ортогональных векторов n, ı и τ будет право-
ориентированной.

Алгоритм построения систем совместных рациональных инвариантов подробно рас-
смотрены в монографии [8]. Следуя методологии, изложенной в [8], для рассматри-
ваемого здесь случая получим рациональную систему алгебраических рациональных
инвариантов тензора силовых напряжений σij и векторов nk и ıi

t · n = n · σ · n, t
2
· n = n · σ2 · n, t · t, t⊥· t⊥,

t · t
2
, t⊥· t

2
⊥, t

2
· t

2
, t

2
⊥· t

2
⊥.

(13)

тогда для псевдоаффинора моментных напряжений
[−1]
µ i·
·k и векторов nk и ıi записы-

вается в виде
[−1]
m · n = n ·

[−1]
µ · n,

[−2]
m
2
· n = n ·

[−1]
µ ·

[−1]
µ · n,

[−1]
m ·

[−1]
m ,

[−1]
m ⊥·

[−1]
m ⊥,

[−1]
m ·

[−2]
m
2
,

[−1]
m ⊥·

[−2]
m
2
⊥, m

2
·

[−2]
m
2
,

[−2]
m
2
⊥·

[−2]
m
2
⊥.

(14)

Совместные инварианты тензоров σij и
[−1]
µ i·
·k определяются согласно

t ·
[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥ t ·

[−2]
m
2
, t⊥·

[−2]
m
2
⊥,

[−1]
m · t

2
,

[−1]
m ⊥· t

2
⊥, t

2
·

[−2]
m
2
, t

2
⊥·

[−2]
m
2
⊥.

(15)

При построении системы совместных инвариантов (13)–(15) векторы t⊥,
[−1]
m ⊥, t

2
⊥ и

[−2]
m
2
⊥ есть проекции векторов t,

[−1]
m , t

2
и

[−2]
m
2
, соответственно, в касательную плоскость

к поверхности наращивания.
Очевидно, что система совместных алгебраических рациональных относительных

инвариантов, представленная уравнениями (13)–(15) является полной. Вместе с этим
совместные инварианты, входящие в нее, не являются независимыми и частично мо-
гут быть исключены из рассмотрения с помощью рациональных сизигий. Более того,
совместные алгебраические рациональные инварианты высоких порядков, включаю-
щие кубы и биквадраты тензора силовых и псевдотензора моментных напряжений
следует исключить в силу теоремы Гамильтона–Кэли [8].

Таким образом, неприводимая полная система совместных алгебраических рацио-
нальных относительных инвариантов тензора силовых напряжений σij , псевдотензора

моментных напряжений
[−1]
µ i·
·k и векторов nk и ıi может быть принята в виде

t · n, t · t,
[−1]
m · n,

[−1]
m ·

[−1]
m , t ·

[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥. (16)

Отметим еще раз, что система инвариантов (16) не чувствительна к вращениям ло-
кальной ортогональной системы координат с базисными ортами ni, ıi, τ i вокруг еди-
ничного орта ni.
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4. Определяющие тензорные функции в специфической ортогональной
системе координат. Рассмотрим инвариантно–геометрическую интерпретацию слу-
чая в специальной ортогональной системе координат с ортами ni, ıi, τ i. Пусть на

поверхности наращивания известны поверхностные усилия t и моменты
[−1]
m . В этом

случае, определяющие тензорные функции (10) на поверхности наращивания в терми-
нах полной системы совместных инвариантов (16) для сужения на двумерный плоский
касательный элемент T тензора

∗
τ , примет вид

σ
∗
ij =

[−1]

F ij(t · n, t · t,
[−1]
m · n,

[−1]
m ·

[−1]
m , t ·

[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥). (17)

[−1]
µ
∗
i·
·j =

[−1]

Z i·
·j (t · n, t · t,

[−1]
m · n,

[−1]
m ·

[−1]
m , t ·

[−1]
m , t⊥ ·

[−1]
m ⊥). (18)

Для проекций векторов t⊥ и
[−1]
m ⊥ в касательной плоскости T к поверхности нара-

щивания следует
|t⊥|2 = |t⊥·ı|2 + |t⊥·τ |2,

|
[−1]
m ⊥|2 = |

[−1]
m ⊥·ı|2 + |

[−1]
m ⊥·τ |2.

(19)

Квадраты совместных инвариантов и длины векторов (16) и длины проекций (19)

легко вычисляются через актуальные значения t и
[−1]
m на поверхности наращивания,

т.е. через актуальные компоненты силовых и моментных напряжений, согласно фор-
мулам

|t · n| = |σ33|, |t⊥ · ı|2 = σ2
31, |t⊥ · τ |2 = σ2

32,

|
[−1]
m · n| = |µ33|, |

[−1]
m ⊥ · ı|2 = µ2

31, |
[−1]
m ⊥ · τ |2 = µ2

32,

|t · t| = |σ3sσs3| = |σ31σ13 + σ32σ23 + σ2
33|,

|
[−1]
m ·

[−1]
m | = |µ3sµs3| = |µ31µ13 + µ32µ23 + µ2

33|.

(20)

Определяющие тензорные функции (17) и (18) на поверхности наращивания с уче-
том выражений (20) и приняв следующие обозначения для инвариантов,

I = |σ33|, II = σ2
31 + σ2

32, III = |σ31σ13 + σ32σ23 + σ2
33|,

IV = |µ33|, V = µ2
31 + µ2

32, V I = |µ31µ13 + µ32µ23 + µ2
33|,

V II = |σ33µ33|.
(21)

можно выписать в форме

σ
∗
ij =

[−1]

F ij(I, II, III, IV, V, V I, V II). (22)

[−1]
µ
∗
i·
·j =

[−1]

Z i·
·j (I, II, III, IV, V, V I, V II). (23)

Граничные условия в форме дифференциальных ограничений на поверхности нара-
щивания (6), (9) обладают необходимыми свойствами чувствительности к геометрии
поверхности наращивания и характерным направлениям выкладки материала в про-
цессах намотки нитей или производстве тканных композитов.
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5. Заключение. В статье обсуждаются проблемы постановки граничных усло-
вий и конкретизации определяющих соотношений при моделировании процессов ад-
дитивного производства 3D материала, при учете наличия в нем дополнительных
выделенных направлений (выкладки волокон в тканых материалах, арматуры в бе-
тонных конструкциях, биоволокон в мышечной ткани и т.д.). Приведена общая фор-
ма тензорного соотношения на поверхности наращивания, при учете дополнительного
выделенного направления. Определена необходимая система независимых аргументов
определяющей тензорной функции на поверхности наращивания в указанном случае.
Определен полный набор совместных рациональных инвариантов тензора силовых и
моментных напряжений и характерных директоров. Дана инвариантно–полная фор-
мулировка определяющих соотношений на поверхности наращивания. Предложены
постановки краевых задач, моделирующих процессы синтеза тканых 3D материалов.
Полученные дифференциальные ограничения конкретизируются для специальных
ортогональных систем координат, учитывающих геометрию процесса наращивания.
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Abstract. The article discusses the problem of boundary value problems in models of the
additive production processes of a 3D material, taking into account the presence of additional
selected directions in it (laying out fibers in woven materials, reinforcement in concrete structures,
biofibers in muscle tissue, etc.). The general form of the tensor relation on the growing surface is
shown, taking into account the additional selected direction. The necessary system of independent
arguments of the constitutive tensor function on the growing surface in the considered case is
determined. A complete set of joint rational invariants of the stress tensor and characteristic
directors is determined. An invariant-complete formulation of the constitutive relations on the
growing surface is given. The formulation of boundary value problems that simulate the processes
of synthesis of woven 3D materials are proposed. The resulting differential constraints are specified
for orthogonal coordinate systems taking account of the geometry of the growing process.

Keywords: pseudotensor, growing surface, 3D woven material, micropolar medium, rational
invariant

REFERENCES
[1] B. Berman. 3-D printing: The new industrial revolution // Business Horizons. 2012. Т. 55. С. 155–162.
[2] Epstein M. Maugin G. A. Thermomechanics of volumetric growth in uniform bodies // International

Journal of Plasticity. 2000. Т. 16. С. 951–978.
[3] A. Maugin G. On inhomogeneity, growth, ageing and the dynamics of materials // Journal of

Mechanics of Materials and Structures. 2009. с. 731–741.
[4] A. Goriely. The mathematics and mechanics of biological growth. New York: Springer, 2017. xxii +

646 с.
[5] Veblen O. Thomas T. Y. Extensions of Relative Tensors // Transactions of the American Mathematical

Society. 1924. Т. 26. С. 373–377.
[6] O. Veblen. Invariants of quadratic differential forms. Cambridge: Cambridge University Press, 1927.

102 с.
[7] T. Levi-Civita. The absolute differential calculus (calculus of tensors). London & Glasgow: Blackie &

Son Limited, 1927. 450 с.
[8] B. Gurevich G. Foundations of the theory of algebraic invariants. Gröningen: P. Noordhoff, 1964.
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Аннотация. Ориентируемые континуумы играют важную роль в микрополярной теории
упругости, все реализации которой возможны только в рамках псевдотензорного формализ-
ма и представления об ориентируемом многообразии. Особенно это касается теории микропо-
лярных гемитропных упругих сред. В настоящей работе рассматриваются различные форму-
лировки интегральной теоремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного
поля, заданного веса. Тем самым достигается распространение известной интегральной фор-
мулы Стокса на случай псевдотензоров. Последнее обстоятельство позволяет использовать,
указанное обобщение для микрополярных континуумов. Исследование существенно опирает-
ся на класс специальных координатных систем.

Ключевые слова: псевдотензор, фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр, микро-
полярный гемитропный континуум, M -ячейка, репер, теорема Стокса
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1. Введение. Теоремы преобразования объемных интегралов в поверхностные
(теоремы: Стокса, Грина, Остроградского–Гаусса) играют чрезвычайно важную роль
в механике сплошных сред. Особенно при вариационных формулировках законов со-
хранения и выводе уравнений баланса термодинамических переменных. Другим важ-
ным объектом современной геометрии, широко используемым в механике континуума,
является понятие ориентируемого многообразия [1–3], естественным образом появля-
ющееся в теории микрополярной упругости [4–6]. При формулировке интегральных
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теорем и законов сохранения особое внимание следует уделять согласованию ориента-
ций реперных направлений элементарных ячеек внутри континуума и на его границе.
Все базовые понятия, связанные с измерениями тензорного объема ячейки, требуют
привлечения аппарата псевдотензорного исчисления и фундаментального понятия об
ориентируемых многообразиях [1–3,7–9].

В ходе изложения вопросов связанных с многомерной геометрией, будем следовать
терминологии и идеям [3]. Минимальные сведения о тензорных элементах объема и
площади можно найти в [1, см. приложение Дж.Л. Эриксена] и [3]. Вопросы приме-
нения алгебры псевдотензоров к задачам механики растущих тел и микрополярной
теории упругости обсуждались в работах [5–7,10–13].

В представленной работе рассмотрим различные формулировки интегральной тео-
ремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного поля, заданного це-
лого веса. Тем самым достигается распространение известной интегральной формулы
Стокса на случай псевдотензоров. Последнее обстоятельство позволяет использовать,
указанное обобщение для микрополярных континуумов. Исследование существенно
опирается на класс специальных координатных систем, характеризуемых условием

e2 =
[2]

1 , где e — фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр.

2. Ориентация M-многообразия. Псевдотензоры целого веса. Тензор-
ный и псевдотензорный элементы объема. В данной работе мы не будем вос-
производить определение и свойства псевдотензоров. Подробное изложение алгебры
псевдотензоров можно найти в руководствах по тензорному анализу [2, 3, 9] и в ста-
тьях [5,10]. В дальнейшем изложении сверху корневого символа относительного тензо-
ра в квадратных скобках будем отмечать его вес. Нулевой вес, присущий абсолютным
тензорам, не отражается нами в обозначениях.

В N -мерном “плоском” пространстве выберем криволинейную систему координат
xk (k = 1, 2, . . . , N). Будем называтьM -многообразием — многообразие (поверхность)
математической размерности M (M ≤ N), погруженное в указанное внешнее про-
странство. Рассмотрим два репера с различными угловыми точками xk и xk и кон-
цевыми точками xk + d

c
xk и xk + d

c
xk. Тогда внешние координаты векторов первого и

второго реперов будут d
c
xk и d

c
xk соответственно. Ориентируемые многообразия имеют

исключительное значение в микрополярных теориях механики континуума [4]. Ясно,
что ориентация репера в точке микрополярного тела задается нумерацией реперных
направлений. При перестановке двух номеров реперных направлений ориентация все-
го репера изменяется на противоположную, т.е. правоориентированный репер стано-
вится левоориентированным. В механике континуума ориентацию базисного репера
удобно задавать фундаментальным ориентирующим скаляром e [5,10]. В трехмерном
пространстве e определяется смешанным произведением базисных векторов

e =
[+1]
e = dı

1
, ı

2
, ı

3
c = (ı

1
× ı

2
) · ı

3
. (1)

Обратим внимание, что псевдоскаляр (1) с точностью до знака совпадает с объемом
параллелепипеда построенного на векторах ı

a
. Нетрудно показать, что

e2 = g. (2)
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Ясно, что e >
[+1]

0 для правоориентированной координатной системы, e <
[+1]

0 для лево-
ориентированной координатной системы.

Отметим, что фундаментальный ориентирующий псевдоскаляр позволяет легко
преобразовывать псевдотензоры произвольного веса W в абсолютные тензоры. Вве-
дем тензор T согласно

T = e−W
[W ]

T . (3)
Сравнивая веса, приходим к заключению о том, что T является абсолютным тен-

зором. В дальнейшем изложении у фундаментальных символов, таких как ε и e, ука-
зание на их вес будем опускать.

Ковариантная производная относительного тензора T lm···nij···k веса W вычисляется по
аналогии с соответствующей операцией для обычных тензоров [2, 3, 9, 10]:

∇p
[W ]

T lm···n
ij···k = ∂p

[W ]

T lm···n
ij···k +

[W ]

T sm···n
ij···k Γlsp + · · ·+

[W ]

T lm···s
ij···k Γsip−

− Γlsp
[W ]

T lm···n
sj···k − · · · − Γlsp

[W ]

T lm···n
ij···s −W

[W ]

T lm···n
ij···k Γssp.

(4)

В частности для псевдоскаляра ковариантная производная примет вид

∇p
[W ]

T = ∂p
[W ]

T −W
[W ]

T Γssp, (5)

где

Γssp =
∂pe

e
.

Учитывая свойства символов Кристоффеля Γssp и соотношение (2) получим выраже-
ние для ковариантной производной (5)

∇p
[W ]

T = ∂p
[W ]

T − e−1W
[W ]

T ∂pe. (6)

Пусть, рассматриваемое дифференцируемое M -многообразие, можно задать его
Гауссовой (intrinsic) параметризацией uα (α = 1, 2, . . . ,M)

xk = xk(u1, u2, . . . , uM ). (7)

В формуле (7) xk являются внешними координатами для M -многообразия, а uα —
внутренними.

Разобьем M -многообразие на систему M -ячеек (M -cell). Каждая M -ячейка зада-
ется угловым репером, который характеризуется угловой вершиной (c внешними ко-
ординатами xk и внутренними координатами uα ) и концевыми точками репера, име-
ющими внутренние координаты

uα + d
c
uα, α = 1, 2, . . . ,M (8)

и внешние координаты
xk + d

c
xk, k = 1, 2, . . . , N, (9)

где индекс шрифта “фрактур” c нумерует реперные направления (c = 1, 2, . . . ,M).
С внешней (пространственной) точки зрения направления рассматриваемого репера
задаются абсолютными контравариантными векторами

d
1
xk, d

2
xk, . . . , d

M
xk, k = 1, 2, . . . , N. (10)
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Тензорный элемент объема M -ячейки определим согласно формуле

dτ i1i2...iM = M !d
1
x[i1d

2
xi2 · · · d

M
xiM ]. (11)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы по которым выполняется антисим-
метризация.

Учитывая следующую формулу для дифференциалов внешних координат вдоль
реперных направлений M -ячейки

d
b
xk = (∂αx

k)d
b
uα, (12)

соотношение (11) можно записать в виде [3, c. 256–257]

dτ i1i2...iM = εα1α2...αM∂α1x
i1∂α2x

i2 · · · ∂αMx
iMdet(d

b
uγ). (13)

Последний множитель в (13) называется внутренним (intrinsic) объемом M -ячейки.
Пользуясь представлением о внутреннем объеме M -ячейки, можно построить алго-
ритм, ориентирующий M -многообразие (детали имеются в книге [3]).

Если элементарные M -ячейки нарезаны с помощью координатных поверхностей
uα = cα, то для случая M = N получим

dτ i1i2...iN =
[−1]

dτ 12...N εi1i2...iN , (14)

где
[−1]

dτ 12...N — естественный элемент объема, представляющий собой псевдоскаляр
веса −1, который определяется, следующим образом

[−1]

dτ 12...N = det(∂αx
k)du1du2 · · · duN = dx1dx2 · · · dxN . (15)

3. Обобщенная псевдотензорная формулировка интегральной теоремы
Стокса. Важную роль в механике и термомеханике континуума, особенно при фор-
мулировке законов сохранения, играют теоремы преобразования интегралов. Для
любого дифференцируемого асимметричного ковариантного поля Ai1i2...iM−1 можно
сформулировать теорему Стокса [3, p. 269]∫

∂iMAi1i2...iM−1dτ
i1i2...iM =

∮
∂

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM−1 , (16)

где dτ i1i2...iM вычисляется с использованием внутренней параметризации u1, u2, . . . ,
uM , а dτ i1i2...iM−1 с использованием внутренней параметризации ũ1, ũ2, . . . , ũM−1. От-
метим, что в формулировке (16) подразумевается, что поле Ai1i2...iM−1 может вообще
не иметь тензорной природы. В силу этого, теорема Стокса в равной мере будет спра-
ведлива и для псевдотензорного поля целого веса W∫

∂iM
[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM =

∮
∂

[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM−1 . (17)
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Инвариантный (абсолютно инвариантный) интеграл на ориентируемом M -

многообразии для ковариантного псевдотензорного поля
[W ]

Ai1i2...iM−1 веса W записы-
вается в форме ∫

[W ]

Ai1i2...iM e
−Wdτ i1i2...iM . (18)

Подчеркнем, что интеграл (18) является абсолютным инвариантом.
Теорему (16) можно сформулировать в следующем виде∫

∂iM

([W ]

Ai1i2...iM−1e
−W
)
dτ i1i2...iM =

∮
∂

[W ]

Ai1i2...iM−1e
−Wdτ i1i2...iM−1 , (19)

где в круглые скобки заключено абсолютное тензорное поле.
Очевидно, что подинтегральное выражение в (19) можно преобразовать следующим

образом:

∂iM

(
e−W

[W ]

Ai1i2...iM−1

)
= −We−W

∂iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM−1 + e−W∂iM
[W ]

Ai1i2...iM−1 . (20)

Подставляя (20) в (19), получим

−
∫
We−W

∂iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM+

+

∫
e−W∂iM

[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM =

=

∮
∂

[W ]

Ai1i2...iM−1e
−Wdτ i1i2...iM−1 . (21)

С другой стороны, в (19) подынтегральное выражение в интеграле слева, при учете
того, что

dτ i1i2...iM = dτ [i1i2...iM ] (22)
преобразуется следующим образом

∂iM

([W ]

Ai1i2...iM−1e
−W
)
dτ i1i2...iM =

= ∂[iM

([W ]

Ai1i2...iM−1]e
−W
)
dτ i1i2...iM =

= ∇[iM

[W ]

Ai1i2...iM−1]

eW
dτ i1i2...iM . (23)

Учитывая свойство фундаментального ориентирующего псевдоскаляра, т.е. его ко-
вариантное постоянство

∇iem =
[m]

0 (m = 0,±1,±2, · · · ).
Соотношение (23) преобразуется к виду

∇[iM

[W ]

Ai1i2...iM−1]

eW
dτ i1i2...iM = e−W∇[iM

[W ]

Ai1i2...iM−1]dτ
i1i2...iM . (24)
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Теорема Стокса (19) записывается следующим образом∫
e−W∇[iM

[W ]

Ai1i2...iM−1]dτ
i1i2...iMdτ i1i2...iM =

∮
∂

e−W
[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM−1 , (25)

что еще раз подтверждает справедливость формулировки (17).
Сравнивая формулировки теоремы Стокса (21) и (25) приходим к выводу, что∫

e−W
∂iM e

e

[W ]

Ai1i2...iM−1dτ
i1i2...iM = 0. (26)

Последнее соотношение заведомо будет выполнено, если

∂iM e =
[+1]

0 (iM = 1, 2, . . . , N). (27)

Полученное условие (27) мы будем интерпретировать, следуя статье [16], как выбор
специальных систем координат, характеризуемых условием

√
g =

[+1]

1 (28)

или более широким условием, учитывающем левостороннюю и правостороннюю ори-
ентацию системы координат,

e = ±
[+1]

1 . (29)
Это оказывается существенным в механике гемитропных микрополярных сред, ко-
гда определяющие тензоры чувствительны к изменениям ориентации пространства.

Подчеркнем, что при e = −
[+1]

1 возникает неоднозначность вычисления степени e−W .1
Последнее означает, что псевдотензоры не могут иметь дробно-рационального веса.

Отметим, что ограничение √g =
[+1]

1 часто используется не только в астрономии и
теории относительности [17], но и в механике деформируемого твердого тела [18]. В

монографии [17, с. 135–142] условие √g =
[+1]

1 используется при выводе уравнения тяго-
тения в 4-пространстве–времени, что существенно упрощает уравнения теории поля.
В монографии [18] условие (28) используется в процессе разделения изостатических
координат в основных уравнениях математической теории пластичности.

Заключение. В настоящей работе рассматриваются различные формулировки
интегральной теоремы Стокса для асимметричного ковариантного пседотензорного
поля, заданного целого веса.

(1) Обсуждаются понятия ориентируемого многобразия и континуума, играющие
важную роль в микрополярной теории упругости. В особенности это касается
теории гемитропных упругих сред.

(2) В статье приведено обсуждение фундаментальных тензоров, характеризую-
щих метрические и ориентационные свойства трехмерного пространства. Об-
суждается представление о фундаментальном ориентирующем псевдоскаляре.

(3) Приводится правило перехода от псевдотензоров к абсолютным, характерное
для микрополярных теорий.

1Например, если e = −
[+1]

1 и W =
1

2
, то eW =

[+1/2]

i , что невозможно, оставаясь в рамках веществен-

ной схемы построения теории.
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(4) Вводятся понятия тензорного и псевдотензорного элемента объема (площади)
M -ячейки.

(5) Обобщенная псевдотензорная формулировка интегральной теоремы Стокса
уточняется для класса специальных координатных систем, характеризуемых

условием e2 =
[2]

1 .
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THE GENERALIZED STOKES INTEGRAL THEOREM FOR A COVARIANT
PSEUDOTENSOR FIELD

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of RAS, Moscow, Russia

Abstract. Oriented continua play an important role in the micropolar theory of elasticity, all
realizations of which are possible only within the framework of the pseudotensor formalism and
the orientable manifold concept. This especially concerns the theory of micropolar hemitropic
elastic media. In this paper, we consider various formulations of the Stokes integral theorem for
an asymmetric covariant pseudotensor field of a given weight. This extends the well-known Stokes
integral formula to the case of pseudotensors. The latter circumstance makes it possible to use the
manifistated generalization for micropolar continua. The study relies heavily on the class of special
coordinate systems.
Keywords: pseudotensor, fundamental orienting pseudoscalar, micropolar hemitropic continuum,
M -cell, frame, Stokes theorem
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Аннотация. В работе приводится доказательство теоремы существования и единственности
аналитического решения класса нелинейных дифференциальных уравнений третьего поряд-
ка, правая часть которого представлена полиномом шестой степени, в комплексной области.
Расширен класс рассматриваемых уравнений за счет новой замены переменных. Получена
априорная оценка аналитического приближенного решения. Представлен вариант численно-
го эксперимента оптимизации априорных оценок с помощью апостериорных.

Ключевые слова: существование и единственность, аналитическое решение, нелинейное
дифференциальное уравнение, априорная оценка, апостериорная оценка.
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Введение. Следует отметить, что нелинейные дифференциальные уравнения имеют
приложения в разных областях: гидродинамике [1]; в задачах устойчивости свободного
падения авторотирующего тела в сопротивляющейся среде [2]; в задачах физики при
определении времени задержки сверхизлучательной бозонной лавины [3]; в задачах
строительной механики [4–8]; в механике [9,10]; при расчетах атомных реакторов [11];
в нелинейной диффузии [12]. Авторы работы [13] в качестве основы математической
модели волнового процесса в эластичной балке рассматривают неявное дифференци-
альным уравнением (1) с краевыми условиями (2).

u′′′(t) + f(t, u(t)) = 0, (1)

0 ≤ t ≤ 1, u(0) = u′(0) = u′(1) = 0. (2)
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В зависимости от структуры указанной функцииf (t, u (t)) уравнение (1) может
иметь линейную структуру относительно искомой функции. В этом случае тогда труд-
ностей в его решении не возникает,можно воспользоваться классическим методом ре-
шения. В случае функции f (t, u (t)) нелинейной относительно u(t), предлагаемый
метод верхних и нижних границ не имеет обоснования. В этом случае препятстви-
ем для применяемого метода, являются подвижные особые точки нелинейного урав-
нения. Вторым недостатком является отсутствие формул для расчета области дей-
ствия метода. В этой ситуации, в работе [14] предложен вариант решения нелинейного
дифференциального уравнения (1) для вещественной области. В данной работе авто-
ры предлагают вариант обобщения этих результатов на комплексную область. При
проведении исследования, применяя новую замену переменных, удалось существен-
но расширить класс, рассматриваемых в работе [14], нелинейных дифференциальных
уравнений. Отметим публикации [15–21], в которых применяемый математический
аппарат успешно апробирован на других классах нелинейных дифференциальных
уравнений, как в вещественной, так и комплексной областях. Предложенный в ра-
боте подход позволяет доказать как существование и единственность решения, так
и получить формулу для области действия теоремы, а также построить структуру
аналитического приближенного решения рассматриваемой задачи.
Результаты исследования и их обсуждение. Представленное дифференци-

альное уравнение

y′′′ = a0(z) · y6 + a1(z) · y5 + a2(z) · y4 + a3(z) · y3 + a4(z) · y2 + a5(z) · y1 + a6(z), (3)

приводится заменой переменной

y = 5

√
1

a0
· g(z)− a1(z)

6 · a0
, (4)

к нормальной форме
g′′′ = g6 + (r(z)), (5)

при условиях:
a0(z) = a0 = const 6= 0,

a2(z) =
5a21(z)

4a0
, a3(z) =

−55a31(z)

54a20
, a4(z) =

145a41(z)

432a30
, a5(z) = −624a51(z)+870a0a41(z)

1296a40
,

r(z) =
a′′′1 (z)
6·a0 +

4439a61(z)

46656a50
+

870a51(z)

7776a40
+ a6(z).

(6)

Рассмотрим задачу Коши
y′′′ = y6 + r(z), (7)

y(z0) = y0, y′(z0) = y1, y′′(z0) = y2, (8)
Теорема 1. Если выполняются условия:

1) r(z) ∈ C1 в области |z − z0| < ρ1, 0 < ρ1 = const;

2)∃Mn : |r
n(z0)|
n! ≤Mn, Mn = const, n = 0, 1, 2, ...

(9)

то решение задачи Коши (7)–(8) представимо в виде:

y(z) =

∞∑
0

Cn(z − z0)n, (10)

где, ρ2 = min{ρ1,
1

3
√

(M+1)5
}, M = max{|y0|, |y1|, |y2|, sup |r

n(z0)|
n! } , n = 0, 1, 2, ....
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Доказательство. Согласно условию теоремы имеем

r(z) =
∞∑
0

Bn · (z − z0)n. (11)

Подставим (10), (11) в (7) и получим:

∞∑
0

Cn · n · (n− 1) · (n− 2) · (z − z0)n−3 =
∞∑
0

С∗∗∗n (z − z0)n +
∞∑
0

Bn(z − z0)n, (12)

∞∑
0
C∗n =

n∑
0
Ci · Cn−i,

∞∑
0
C∗∗n =

n∑
0
C∗i · C∗n−i,

∞∑
0
C∗∗∗n =

∞∑
0
C∗i ·

∞∑
0
C∗∗n−i, где n=0,1,2. . . .

Из формулы 12 следует рекуррентная формула для однозначного определения ко-
эффициентов Cn:

Сn(n(n− 1)(n− 2)) = C∗∗∗n−3 +Bn−3, (13)

C3 =
1

6
· (C6

0 +B0), C4 =
1

24
· (C6

0 +B0), C5 =
1

60
(15C4

0C
2
1 + 6C5

0C2 +B2),

C6 =
1

120
(30C4

0C1C2 + 18C3
0C

3
1 + 6C5

0C3 +B3) ≤ 1

2
(M + 1)6, ....,

где С0, С1, С2 – определяются начальными условиями.
Коэффициенты Cn получены с помощью программного комплекса Maple. На основе

полученных выше выражений выдвигаем гипотезу оценок коэффициентов Cn:

|C3k| ≤
(M + 1)5k+1

3k(3k − 1)(3k − 2)
, |C3k+1| ≤

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k − 1)
, |C3k+2| ≤

(M + 1)5k+1

3k(3k + 1)(3k + 2)
.

Продемонстрируем технологию доказательство оценок в случае n = 3k :

|C3k+3| ≤
(M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
. (14)

Из (13) следует:

|Cn+1| =
∣∣∣∣ C∗∗∗n−2 +Bn−2

n(n+ 1)(n− 1)

∣∣∣∣⇒ |C3k+3| =
∣∣∣∣ (С∗∗∗3k−2 +B3k−2)

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
(
3k+1∑
i=0

C∗∗3k+1−i × C∗i +B3k−2)

∣∣∣∣∣ =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(
3k+1−i∑
j=0

C∗3k+1−i−j × C∗j )× C∗i +B3k−2)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(

3k+1−i∑
j=0

(

3k+1−i−j∑
l=0

C3k+1−i−j−l × Cl)C∗j )× C∗i +B3k−2)

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

·

∣∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(

3k+1−i∑
j=0

(

3k+1−i−j∑
l=0

C3k+1−i−j−l × Cl) · (
l−j∑
l=1

Cl · Cj−l)) · (
i∑

m=1

Cm · Ci−m) +B3k−2)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(
3k+1−i∑
j=0

(

3k+1−i−j∑
l=0

(M + 1)5k+1−i−j−l

(3k + 1)3k(3k − 1)
·

· (M + 1)l

l∗(l − 1)∗(l − 2)∗
) · (M + 1)j

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗
) ·

i∑
m=0

Ci−mCm +B3m−2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(
3k+1−i∑
j=0

(
(M + 1)5k+1−i

1
·

(
3k+1−i−j∑

l=0

1

(3k + 1− i− j − l)∗
·

· 1

(3k + 1− i− j − l)∗(3k + 1− i− j − l − 2)∗ · l∗(l − 1)∗(l − 2)∗

)
·

· 1

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗
)

i∑
m=0

Ci−mCm +B3m−2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

∣∣∣∣∣∣
3k+1∑

i=0

3k+1−i∑
j=0

(
(M + 1)5k+1−i−j

1
·

· 1(3k + 1− i− j + 1)

(3k + 1− i− j)∗(3k + 1− i− j − 1)∗(3k + 1− i− j − 2)∗2
· (M + 1)j

j∗(j − 1)∗(j − 2)∗
)·

·
i∑

m=0

Ci−m · C m +B3m−2| ≤
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

((M + 1)5k+1−i·

(
3k+1−i∑
j=0

· 1

(3k + 1− i− j − 1)∗(3k + 1− i− j − 1)∗j∗(j − 1)∗(j − 2)∗
)·

·
i∑

k=0

Ci−kCk +B3k−2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
·

·

∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+1−i (3k + 1− i+ 1)

(3k + 1− i)(3k + 1− i− 2)2
)·

i∑
k=0

Ci−k · Ck +B3k−2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+1−i

(3k + 1− i)

(

i∑
k=0

(M + 1)k(M + 1)i−k+1

k∗(k − 1)∗(k − 2)∗(i− k)(i− k − 1)(i− k − 2)(i− 2)∗
))+

+B3k−2| ≤
1

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)

∣∣∣∣∣(
3k+1∑
i=0

(M + 1)5k+2

(3k + 1− i− 2)∗(i− 1)∗(i− 2)∗
) +B3k−2

∣∣∣∣∣ ≤
≤ (M + 1)5k+2

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
+M ≤ (M + 1)5k+6

(3k + 3)(3k + 2)(3k + 1)
,

где

i∗ =

{
1, i = 0
i, i = 1, 2, 3...

, (i− 1)∗ =

{
1, i = 1
(i− 1), i = 0, 2, 3...

,
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l∗ =

{
1, l = 0
l, l = 1, 2, 3...

(l − 1)∗ =

{
1, l = 1
(l − 1), l = 0, 2, 3...

,

k∗ =

{
1, k = 0
k, k = 1, 2, 3...

(k − 1)∗ =

{
1, k = 1
(k − 1), k = 0, 2, 3...

,

j∗ =

{
1, j = 0
j, j = 1, 2, 3...

(j − 1)∗ =

{
1, j = 1
(j − 1), j = 0, 2, 3...

,

(3k + 1− i− j − l)∗ =

{
1, l = 3k + 1− i− j
3k + 1− i− j − l, l 6= 3k + 1− i− j ,

(3k + 1− i− 2)∗ =

{
1, i = 3k + 1
i 6= 3k + 1

,

(3k + 1− i− j − l − 1)∗ =

{
1, l = 3k − i− j
3k + 1− i− j − l − 1, l 6= 3k − i− j ,

(3k + 1− i− j − l − 2)∗ =

{
1, l = 3k + 1− i− j
3k + 1− i− j − l − 2, l 6= 3k + 1− i− j ,

(3k + 1− i− j)∗ =

{
1, j = 3k + 1− i
3k + 1− i− j, j 6= 3k + 1− i

(3k + 1− i− j − 1)∗ =

{
1, j = 3k − i
3k + 1− i− j − 1, j 6= 3k − i ,

(3k + 1− i− j − 2)∗ =

{
1, j = 3k + 1− i
3k + 1− i− j − 2, j 6= 3k + 1− i .

Оценки для вариантов n = 3k + 1, n = 3k + 2 получаем аналогичным образом.
Для ряда (13) составляем мажорирующий ряд
∞∑
0

Vn(z − z0)n =
∞∑
k=1

V3k(z − z0)3k +
∞∑
k=1

V3k+1(z − z0)3k+1 +
∞∑
k=1

V3k+2(z − z0)3k+2 (15)

Ряды в правой части (15) является сходящимися в области, определяемой форму-
лой:

|z − z0| ≤
1

3
√

(M + 1)5
.

В конечном итоге, для решения (10)) получаем область сходимости, при этом

ρ2 = min{ρ1,
1

3
√

(M + 1)5
}.

Теорема 1 позволяет построить аналитическое приближенное решение:

yN (z) =
N∑
0

Cn(z − z0)n. (16)

Теорема 2. В предположении пунктов 1 и 2 теоремы 1, для аналитического при-
ближенного решения (16) задачи (7)-(8) в области |z − z0| < ρ2 верна оценка :

∆yN (z) ≤ M(M + 1)
5(N+1)

3 |z − z0|N+1

1−M(M + 1) |z − z0|3
·
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·
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|z − z0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|z − z0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
,

при N + 1 = 3k,

∆yN (z) ≤ M(M + 1)
5N
3 |z − z0|N+1

1−M(M + 1) |z − z0|3
·

·
(

1

N(N − 1)(N − 2)
+

|z − z0|
N(N − 1)(N + 1)

+
|z − z0|2

N(N + 1)(N + 2)

)
,

если N+1=3k+1, а для варианта N+1=3k+2 будем иметь оценку:

∆yN (z) ≤ M(M + 1)
5(N−1)

3 |z − z0|N+1

1−M(M + 1) |z − z0|3
·

·
(

1

(N − 1)(N − 2)(N − 3)
+

|z − z0|
N(N − 1)(N − 2)

+
|z − z0|2

N(N − 1)(N + 1)

)
,

где

ρ2 = min{ρ1,
1

3
√

(M + 1)5
}, 0 < ρ2 = const,

M = max{|y0|, |y1|, |y2|, sup
|r(n)(z0)|

n!
}, n = 0, 1, 2...

Доказательство. Проведем рассуждения случае N + 1 = 3k. Классический подход, с
учетом оценок для Cn позволяет получить:

∆yN (z) = |y(z)− yN (z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

Cn(z − z0)n

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

Cn(z − z0)n| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k(z − z0)3k
∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k+1(z − z0)3k+1
∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣
∞∑
N+1

C3k+2(z − z0)3k+2
∣∣∣ ≤ ∞∑

N+1

(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|z − z0|3k+

+
∞∑
N+1

(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|z − z0|3k+1 +

∞∑
N+1

(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|z − z0|3k+2 ≤

≤ (M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k − 2)
|z − z0|3k

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|z − z0|3k)+

+
(M + 1)5k

3k(3k − 1)(3k + 1)
|z − z0|3k+1

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|z − z0|3k)+

+
(M + 1)5k

3k(3k + 1)(3k + 2)
|z − z0|3k+2

∞∑
k=1

(1 +M(M + 1)5k|z − z0|3k) =

=
(M + 1)5k

1−M(M + 1)|z − z0|3k
|z − z0|3k·

·
(

1

3k(3k − 1)(3k − 2)
+

|z − z0|
3k(3k − 1)(3k + 1)

+
|z − z0|2

3k(3k + 1)(3k + 2)

)
=
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=
(M + 1)

5(N+1)
3 · |z − z0|N+1

1−M(M + 1) · |z − z0|3
·

·
(

1

N(N − 1)(N + 1)
+

|z − z0|
N(N + 1)(N + 2)

+
|z − z0|2

(N + 1)(N + 2)(N + 3)

)
,

в случае N ≥ 3.
По аналогии доказываем структуру оценки для вариантов N + 1 = 3k + 1,

N + 1 = 3k + 2 в области |z − z0| < ρ2, где, ρ2 = min{ρ1,
1

3
√

(M+1)5
}, M =

= max{|y0|, |y1|, |y2|, sup |r
n(z0)|
n! } , n = 0, 1, 2, ....

Пример. Для задачи Коши (6)-(7), z0 =0; y(z0) = y0 = 0, 7 + i; y′(z0) = y1 = 1 + i;
y” (z0) =y2 =0,5i; r(z)=0.

На основании исходных данных M = 20,5, в приближенном решении (16) N = 6,
радиус

ρ2 = 0, 230165658; z1 = 0, 15 + 0, 17i; z1 ∈ |z − z0| < ρ2.

Числовые характеристики аналитического приближенного решения рассматриваемо-
го примера представлены в таблице 1.

z1 y6(z1) ∆y5(z1) ∆1

0,15+0,17i 0,6506166+1,3223273i 0.00522 0.00007

Таблица 1. Расчеты аналитического приближенного решения

Обозначения: y6(z1) - приближенное решение; ∆y6(z1) - апостериорная погреш-
ность; ∆1 - априорная погрешность. Для ∆1 = 0.00007 на основании теоремы 2 име-
ем N = 17. Слагаемые с N = 7 по 17 в общей сумме, меньше заданной точности
ε = 7 · 10−5. Следовательно, приближенное решение y5(z1) будет иметь погрешность
ε = 0.00007.
Заключение. В статье авторами дано теоретическое обоснование применение раз-

работанного метода аналитического приближенного решения к рассматриваемому
классу нелинейных дифференциальных уравнений. Теоретические результаты под-
тверждены численным экспериментом. Априорная погрешности аналитического при-
ближенного решения оптимизирована с помощью апостериорной.
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Abstract. The article presents a proof of the theorem of the existence and uniqueness of
the analytical solution of the class of nonlinear differential equations of the third order, with a
polynomial right-hand side of the sixth degree, in the complex domain. The class of the considered
equations has been extended by means of a new change of variables. An a priori estimate of the
analytical approximate solution is obtained. A variant of the numerical experiment of optimizing
a priori estimates using a posteriori estimates is presented.
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тонов марок B10, B30, B50. Методом наименьших квадратов приведены аппроксимации диа-
грамм деформирования полиномами второго и третьего порядка. Указанные расчеты выпол-
нены как для случая одинаковых коэффициентов для зон растяжения и сжатия, так и раз-
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Направим ось OX вдоль оси балки, ось OZ вертикально вверх, начало координат
поместим на нижнюю грань балки. Рассмотрим трехслойную бетонную балку, име-
ющую однотавровое поперечное сечение (рис. 1), которое одинаковое вдоль всей ее
длины, причем ось OZ являются осью симметрии для рассматриваемого сечения.

Обозначим через h1, h2, h3 – высоты соответственно первого, второго и третье-
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причем примем h0 = 0. Длины слоев в перечном сечении для рассматриваемого од-
нотаврового поперечного сечения примем равными 2b1, 2b2, 2b2 для соответствующих
слов.

z

y

h hh

2b

2b

1

1 32

2

Рис. 1. Поперечное сечение трехслойной балки

Обозначим через σ+
∗ , σ−∗ пределы прочности бетона, ε+

∗ , ε−∗ – предельные деформа-
ции предразрушения, E+, E− – начальные модули упругости бетона соответственно
при растяжении и сжатии.

На диаграмме деформирования бетона отметим характерные точки D−, C−, C+,
C+. Участки C−OC+ будут соответствовать участкам сохранения сплошности, а
участки D−, C− и С+, D+ соответствуют участкам нарушения сплошности сопро-
вождающихся интенсивными процессами трещинообразования.

Значение указанных точек по результатам экспериментов [1, 2] для бетонов марок
B10, B30, B50 приведены в таблицах 1, 2. В указанной таблице и дальнейшем во всех
расчетах все величины, имеющие размерность напряжения будем относить к пределу
прочности σ−∗ бетона B10 при сжатии. Все величины имеющие размерность длины
будем относить к длине балки l. Через C обозначим относительную стоимость бетона
по отношению к бетону марки B10.

Марка бетона C σ−∗ σ−∗∗ ε−∗ , 10−2 ε−∗∗, 10−2 E−

B10 1 1 0,35 0,2 0,35 2379
В30 1,23 2,91 2,14 0,2 0,3 4304
В50 1,45 4,8 4,38 0,2 0,25 5160

Таблица 1. Значения физических параметров бетонов

Закон деформирования бетона для каждого из слоя будем принимать в виде ап-
проксимации полиномом второго или третьего порядка [3, 4].

В дальнейших расчетах можно использовать для аппроксимации диаграммы де-
формирования бетона σ = f(ε) для зон растяжения и сжатия одни и те же функции
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Марка бетона σ+
∗ σ+

∗∗ ε+
∗ , 10−2 ε+

∗∗, 10−2 E+

B10 0,11 0,08 0,015 0,02 2358
В30 0,24 0,19 0,015 0,02 4258
В50 0,3 0,28 0,015 0,02 5109

Таблица 2. Значения физических параметров бетонов
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Рис. 2. Диаграмма деформирования бетона

с одними и те же коэффициентами. Тогда для случая полинома второго порядка ап-
проксимация диаграммы будет иметь вид (1), а в случае полинома третьего порядка
(2).

σi = A2
1iε+A2

2iε
2, (1)

σi = A3
1iε+A3

2iε
2 +A3

3iε
3, (2)

где коэффициенты A2
1i, A

2
2i, A

3
1i, A

3
2i, A

3
3i можно определить из реальных диаграмм

растяжения-сжатия бетонов.
В случае если использовать для зон растяжения и сжатия одни и те же функции,

но с различными коэффициентами, тогда аппроксимации будут иметь вид (3), (4).

σ±i = A2±
1i ε+A2±

2i ε
2, (3)

σ±i = A3±
1i ε+A3±

2i ε
2 +A3±

3i ε
3, (4)

где знаки «+» и «–» соответствуют зонам растяжения и сжатия соответственно.
Примеры расчета указанных коэффициентов, используя результаты эксперимен-

тов [1, 2], для аппроксимаций (3), (4) методом наименьших квадратов приведены в
таблицах 3, 4.
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Марка бетона A3+
1 A3+

2 A3+
3 A2+

1 A2+
2

B10 3864,57 −4, 4 ∗ 107 1, 57 ∗ 1011 2379,41 −1, 14 ∗ 107

В30 7770,69 −8, 55 ∗ 107 2, 99 ∗ 1011 4920,89 −2, 31 ∗ 107

В50 11578,48 −1, 38 ∗ 108 5, 03 ∗ 1011 6844,36 −3, 44 ∗ 107

Таблица 3. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (3), (4)

Марка бетона A3−
1 A3−

2 A3−
3 A2−

1 A2−
2

B10 2318,2 1, 82 ∗ 106 4, 59 ∗ 108 1532,63 542483.2160
В30 6052,14 4, 62 ∗ 106 1, 17 ∗ 109 4074,12 1, 35 ∗ 106

В50 10793,97 8, 44 ∗ 106 2, 15 ∗ 109 6997,58 2, 4 ∗ 106

Таблица 4. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при сжатии полиномами второго и третьего порядка для соотношений (3), (4)

Аналогичные расчеты коэффициентов для аппроксимаций (1), (2) методом наи-
меньших квадратов приведены в таблице 5.

Марка бетона A3
1 A3

2 A3
3 A2

1 A2
2

B10 1875,87 1, 17 ∗ 106 2, 43 ∗ 108 1493,78 519354,19
В30 4151,89 1, 78 ∗ 106 2, 1 ∗ 108 3840,79 1, 22 ∗ 106

В50 7009,38 3, 01 ∗ 106 3, 36 ∗ 108 6495,96 2, 11 ∗ 106

Таблица 5. Значения коэффициентов аппроксимации диаграммы деформирования бетонов
при растяжении полиномами второго и третьего порядка для соотношений (1), (2)

Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) приведены на рисунках 3, 4, 5.

Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) приведены на рисунках 6, 7, 8.

Рис. 3. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B10
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Рис. 4. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B30

Рис. 5. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (3), (4) для бетонов марки B50

Рис. 6. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B10

Рис. 7. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B30

В зависимости от действующих нагрузок и формы поперечного сечения в сечении
(рис. 1) будут зоны растяжения и сжатия, которые будут разделены нейтральной
линией, положение которой будет определяться координатой z1.
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Рис. 8. Диаграммы построенные по экспериментальным данным и по аппроксимирующим
зависимостям (1), (2) для бетонов марки B50

Рассмотрим случай, когда связь напряжений и деформаций описывается зависи-
мостями (1), т.е. будем полагать,что для описания законов деформирования будут
использоваться одинаковые кривые как для зон растяжения, так и для зон сжатия.

Будем предполагать справедливыми гипотезы Кирхгофа-Лява

ε(x, z) = ε0(x)− zκy(x), (5)

ε0(x) =
du0

dx
, κy(x) =

d2w

dx2
,

где u0(x) – перемещение вдоль отчетной оси OX балки, w(x) – прогиб балки, κy(x) –
кривизна балки.

При z = z1 деформация отсутствует, т.е. ε(x, z) = 0, тогда для координаты ней-
тральной линии из (5) получим

z1(x) =
1

κy(x)
ε0(x) =

1
d2w
dx2

du0

dx
. (6)

величины продольного усилия и изгибающего момента будут иметь вид

N = 2
3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

(
A2

1iε+A2
2iε

2
)
dy, (7)

M = 2
3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

(
A2

1iε+A2
2iε

2
)
zdy. (8)

Используя выражение для деформаций через кривизну (5), соотношения (7), (8)
примут вид

N = 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

(
A2

1i (ε0(x)− zκy(x)) +A2
2i (ε0(x)− zκy(x))2

)
dy,

M = 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

dz

∫ bi

0

(
A2

1i (ε0(x)− zκy(x)) +A2
2i (ε0(x)− zκy(x))2

)
zdy.

Указанные соотношения перепишем в виде
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N = B1ε0(x) +B2κy(x) +B3ε
2
0(x) +B4ε0(x)κy(x) +B5κ

2
y(x), (9)

где

B1 = 2
3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
1ibidz, B2 = −2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
1ibizdz, B3 = 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibizdz,

B4 = −2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibizdz, B5 = 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibiz

2dz,

M = C1ε0(x) + C2κy(x) + C3ε
2
0(x) + C4ε0(x)κy(x) + C5κ

2
y(x), (10)

где

C1 = 2
3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
1ibizdz, C2 = −2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
1ibiz

2dz, C3 = 2
3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibiz

2dz,

C4 = −2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibiz

2dz, C5 = 2

3∑
i=1

∫ hi

hi−1

A2
2ibiz

3dz.

Уравнения равновесия имеют вид

dN

dx
= −q1ψ(x),

d2M

dx2
= q0ϕ(x), Q =

dM

dx
, (11)

где q0, q1 – амплитуды поперечной и продольной нагрузок, ϕ(x), ψ(x) – некоторые
функции определяющие распределение нагрузок по длине балки.

Если поставленная задача является статически определимой, тогда величины про-
дольного усилия N и изгибающего момента M являются известными функциями –
N1(x) и M1(x) соответственно.

Тогда получим систему для определение перемещений u0(x), w0(x)

B1
du0

dx
+B2

d2w

dx2
+B3

(
du0

dx

)2

+B4
du0

dx

d2w

dx2
+B5

(
d2w

dx2

)2

= N1(x), (12)

C1
du0

dx
+ C2

d2w

dx2
+ C3

(
du0

dx

)2

+ C4
du0

dx

d2w

dx2
+ C5

(
d2w

dx2

)2

= M1(x),

где начальные условия определяются из условия закрепления балки.
Найденные решения будут справедливы, если деформация не превышает соответ-

ствующих предельных значений −ε−∗ < ε < ε+
∗ .

В случае статически неопределимой системы выражения (7), (8) необходимо под-
ставить в уравнения равновесия (11). Полученную систему дифференциальных урав-
нений можно решать каким-нибудь численным методом. Примеры решения указан-
ных задач методом Бубнова-Галеркина в математическом пакете Maple приведены в
работах [5–9,9, 10].
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LONGITUDINAL-TRANSVERSE BENDING OF PHYSICALLY NONLINEAR
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S. Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics of the Siberian Branch
of theRAS, Novosibirsk, Russia

Novosibirsk state technical University, Novosibirsk, Russia

I. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russia

Abstract. The paper considers experimental deformation diagrams of concrete grades B10, B30,
B50. The approximation of the deformation diagrams by polynomials of the second and third order
is given by the least squares method. The calculations were performed both for the case of the
same coefficients for the zones of tension and compression, and different ones. An algorithm for
solving the problem of longitudinal-transverse bending of a beam in the case of the used data of
approximations of diagrams is given.

Keywords: beam, concrete deformation diagram, longitudinal-transverse bending, static
definability, bending moment, composites
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